








Tämä projekti oli tarkoitus aloittaa jo yli 15 vuotta, mutta ei oikein koskaan
kunnolla alkanut. Aina oli tarjolla sellaisia juttuja elämässä, ettei niitä olisi
oman arvioni mukaan ollut mahdollista muulloin kokea. Olen siis elänyt nuo-
ruuttani, tehnyt mitä on kiinnostanut tai mihin olen sattunut innostuksissani
lupautumaan. Olen tehnyt paljon töitä, kantanut vastuita yhteisistä asioista
ja perustanut perheen. Nyt minulla oli aikaa ja niinpä kirjoitin gradun.
Gradun teko oli aktiivisesti mielessäni kaiken Joensuusta lähdön jälkeisen
ajan, joten asiaan palaaminen vuosien jälkeen ei ollut yhtään sen vaikeampaa
kuin se olisi ollut 15 vuotta sitten. Nyt sain rauhassa opetella LATEX:in käytön
sillä tasolla, että gradun kirjoittaminen sillä tuntui mukavalta. Viestinnän ja
proseminaarin aikoihin minulla oli vielä tavoite valmistua opettajaksi kol-
messa vuodessa. Kurssit olivat vain suorituksia muiden joukossa ja asioiden
laajempi miettiminen olisi ollut vain ajanhukkaa. No nyt on 22. vuosi menos-
sa eikä varsinaisia suorituspaineita enää ollut. Viimeksi kuluneen 15 vuoden
aikana matematiikka on tullut internetiin ja täältä Kainuun korvestakin on
ollut helppo etsiä artikkeleita, lueskella aiheesta käytyjä keskusteluita ja jo-
pa käyttää ulkomaisten yliopistojen sähköisiä kirjoja Itä-Suomen yliopiston
AD-ympäristön tunnuksilla. Tällaista ei olisi 15 vuotta sitten ollut tarjolla
Joensuun campuksellakaan. Tuntuu siis siltä, että tämä oli taas yksi niitä
hyviä hommia, joita haluan elämässäni tehdä.
Tällaisissa esipuheissa kiitetään tavallisesti läheisiä ihmisiä ja muita sido-
syhteisöjä ja niin kiitän minäkin. Kiitos erityisesti laitoksen varajohtajalle,
professori Risto Korhoselle, joka on passiivisempienkin opiskeluvuosien aika-
na uskonut minun muihin kiireisiin ja ollut valmiina lukemaan työtäni, kun
sitä alkaa ilmestyä. Kiitos perheelleni kaikesta tuesta ja lasteni isovanhemmil-
le työajan ja -rauhan antamisesta. Lisäksi kiitän kainuulaista metsäluontoa
ja suomalaista jälkisosiaalidemokraattista yhteiskuntaa. Ensimmäistä innoi-
tuksien antamisesta ja jälkimmäistä uskoni säilymisestä tavallisten ihmisten
hyvyyttä kohtaan ja molempia yhdessä jonkin paikan omakseni, siis kodikse-
ni, tuntemisesta ja perusturvallisuuden kokemisesta vaikeissakin tilanteissa.
Vaikka kotini on Kajaanin Takkarannassa, niin ei se ole yksi talo eikä kylä.
Kotini on kainuulaiset metsät ja tavallisten suomalaisten ihmisten muodos-
tamat yhteisöt, näissä olosuhteissa minä pystyn antamaan kaikkeni ja koke-
maan mielihyvää työni tuloksista.
Aihe oli mielenkiintoinen, sopivan vaativa ja jopa käytännönläheinen. Tut-
kin ja testailin esitysten muodostumista ja niiden määriä Excelillä ja Javalla
melko paljon ja sitä kautta syntyi ymmärrystä. Lineaarialgebran, Komplek-
sianalyysin, Algebran sekä Lukuteorian ja kryptologian kursseilta saaduilla
perustiedoilla pystyi tarttumaan aiheeseen ihan jämäkästi kiinni.
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1 Johdanto
1.1 Yleistä
Tässä tutkielmassa todistetaan lukuteoriaan kuuluva Lagrangen neljän ne-
liön lause käyttämällä hyväksi lukuteorian välineiden lisäksi kompleksilukuja,
matriisilaskentaa, kvaternioita ja niiden laajennusta Hurwitzin kokonaisluku-
ja.
Neljän neliön lause sanoo, että jokainen luonnollinen luku n voidaan esit-
tää neljän kokonaisluvun a, b, c, d neliön summana n = a2 + b2 + c2 + d2,
esimerkiksi 7 = 22 + 12 + 12 + 12 ja 24 = 42 + 22 + 22 + 02. Useimmille
luonnollisille luvuille on olemassa useita neljän neliön esityksiä, esimerkiksi
19 = 32 + 32 + 12 + 02 ja 19 = 42 + 12 + 12 + 12. Länsimaiseen kirjalli-
suuteen Neljän neliön summa -lauseen kirjoitti ensimmäisenä ranskalainen
Claude Gaspard Bachet de Méziriac, joka vuonna 1621 käänsi Diofantoksen
Arithmeticaa latinaksi. Lauseen nimen mukaisesti sen todisti ensimmäisenä
italialais-ranskalainen Joseph-Louis Lagrange vuonna 1770.
Luvussa 2 kerrataan kompleksilukujen ja matriisien ominaisuuksia ja las-







Matriisien determinanttien laskusääntöjen avulla päästään todistamaan kah-
den neliön summien ominaisuuksia.
Luvussa 3 esitellään kvaterniot, joita voi ajatella neliulotteisina komplek-
silukuina q = a+bi+cj+dk. Käytin itsekin kvaterniolle tähän syksyyn saakka
pidempää suomenkielistä nimeä kvaternioni, koska kirjallisuutta ei ollut ja
2000-luvun alun nettimaailmassa kvaternioista kirjoittivat suomeksi pelkäs-
tään tietokoneinsinöörit, jotka eivät olleet koskaan kuulleet matemaatikoiden
Suomen kieleen vakiintunutta lyhyempää muotoa. He käyttivät kvaternioi-
den matriisimuotoja moniantennilähetysten Space-Time-koodien käsittelys-
sä [7] ja myöhemmin pelihahmojen liikkeiden kuvaukseen kolmiulotteisissa
pelimaailmoissa [8, ss.136-139].
Monet kvaternioiden ominaisuudet vastaavat täysin kompleksilukuja. Kva-
ternioiden kertolaskukin tehdään kuten polynomeilla tai kompleksiluvuil-
la eli kaikki termit kerrotaan kaikilla. Imaginaariosan toinen potenssi on
i2 = j2 = k2 = −1, mutta imaginaariosien kertomisessa toisillaan on pakko
keksiä jotain uutta. Kertolaskun avuksi otetaan laskusäännöt
ij = k = −ji jk = i = −kj ki = j = −ik,
1
sitten kvaternioalgebra onkin paljon nelijäsenisten polynomilausekkeiden kal-
taista. Kvaternioiden laskusääntöihin tutustuessa ymmärtää hyvin neljännen
ulottuvuuden välttämättömyyden matemaattisessa mielessä, kahdella imagi-
naariosalla ei pysty rakentamaan suljettua ja toimivaa kertolaskua.
Kvaternioille rakennetaan kompleksilukujen reaalimatriisiesitystä vastaa-
va 2× 2 kompleksimatriisiesitys
q =
(
a+ di b+ ci








Matriisimuodossa jotkin kvaternioiden laskut ovat sujuvampia ja erityises-
ti matriisien laskusääntöjä käytetään todistamaan monia kvaternioiden las-
kusääntöjä. Koska 2×2 kompleksimatriisiesitys pitää sisällään neljä reaalilu-
kua, niin determinanttien laskusääntöjen avulla päästään todistamaan neljän
neliön summien ominaisuuksia.
Luvussa 4 esitellään Hurwitzin kokonaisluvut, joissa kokonaislukukertoi-
misten kvaternioiden avuksi otetaan kokonaislukujen puolikkaat. Jos kva-
ternion yhden komponentin kerroin on puolikas, niin kaikkien muidenkin
pitää silloin olla puolikkaita. Näin syntyvien keskipistekvaternioiden normi
on tavallinen kokonaisluku, joten nimen Hurwitzin kokonaisluku käyttö saa
hyvän perustelun. Tavallisten kvaternioiden 8 yksikkökvaterniota saavat li-
säkseen 16 neliulotteisen laatikon keskipistettä origon vierestä, muodostuu
Hurwitzin kokonaislukujen yksikkökvaternioiden joukko, jolle todistetaan ja-
kolaskun toimivuus. Hurwitzin lisäyksen ansiosta saadaan neliulotteinen etäi-
syys hallintaan ja jakojäännös todistettua jakajaa pienemmäksi. Hurwitzin
kokonaislukutekijöiden avulla saadaan todistettua neljän neliön summaesitys
tavallisille alkuluvuille, jotka eivät ole Hurwitzin alkulukuja.
Luvussa 5 perustellaan Eukleideen algoritmin käyttö suurimman yhteisen
tekijän etsimiseen kahdelle Hurwitzin kokonaisluvulle ja suurimman yhteisen
tekijän esittäminen alkuperäisten lukujen lineaarikombinaationa. Tavallisten
alkulukujen ominaisuuksia, moduloaritmetiikkaa ja lokeroperiaatetta käyt-
täen todistetaan, että mikään tavallinen alkuluku ei ole Hurwitzin alkuluku.
Luvussa 6 todistetaan aikaisempien lukujen välineitä käyttäen Neljän ne-
liön summa -lause ensin kaikille alkuluvuille ja sitten kaikille luonnollisille
luvuille.
Luvussa 7 tarkastellaan neljän neliön summaesitysten määriä kombina-
toriikan ja Hurwitzin kokonaislukujen avulla. Lopuksi todistetaan esitysten
määriin liittyvä Jacobin neljän neliön lause Hurwitzin kokonaislukuja käyt-
täen.
Liitteissä esitetään tutkielmaan liittyviä, ilmaisessa JDK-ympäristössä
toimivia lähdekoodeja. Ne soveltuvat sellaisenaan yläkoulun valinnaisen oh-
jelmoinnin opetukseen matematiikasta kiinnostuneille oppilaille.
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1.2 Alkulukujen asemasta
Jo aluksi on hyvä huomata, että ei-negatiivisten kokonaislukujen neljän ne-
liön summalauseen todistamiseksi riittää todistaa, että kaikki alkuluvut voi-
daan esittää neljän neliön summana. Asia tulee osoitetuksi myös kvaternioi-
den avulla, mutta tässä lyhyesti. Seuraavan lauseen keksi sveitsiläinen Leon-
hard Euler vuonna 1748.
Lause 1.2.1. Jos x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja, jotka voidaan esit-
tää neljän neliön summana, niin myös tulo xy voidaan esittää neljän neliön
summana.
Todistus. (Vrt. [2, s.451]) Olkoot x = a2+b2+c2+d2 ja y = e2+f 2+g2+h2.
Tulo xy voidaan kirjoittaa neljän neliön summaksi
xy = (a2 + b2 + c2 + d2)(e2 + f 2 + g2 + h2)
= a2e2 + a2f 2 + a2g2 + a2h2 + b2e2 + b2f 2 + b2g2 + b2h2
+ c2e2 + c2f 2 + c2g2 + c2h2 + d2e2 + d2f 2 + d2g2 + d2h2
= a2e2 + b2f 2 + c2g2 + d2h2 + a2f 2 + b2e2 + c2h2 + d2g2
+ a2g2 + b2h2 + c2e2 + d2f 2 + a2h2 + b2g2 + c2f 2 + d2e2
+ 2(abef − abef) + 2(abgf − abgh) + 2(aceg − aceg) + 2(acfh− acfh)
+ 2(adeh− adeh) + 2(adfg − adfg) + 2(bceh− bceh) + 2(bcfg − bcfg)
+ 2(bdeg − bdeg) + 2(bdfh− bdfh) + 2(cdef − cdef) + 2(cdgh− cdgh)
= (a2e2 + aebf + aecg + aedh+ bfae+ b2f 2 + bfcg + bfdh
+ cgae+ cgbf + c2g2 + cgdh+ dhae+ dhbf + dhcg + d2h2)
+ (a2f 2 − afbe+ afch− afdg − beaf + b2e2 − bech+ bedg
+ chaf − chbe+ c2h2 − chdg − dgaf + dgbe− dgch+ d2g2)
+ (a2g2 − agbh− agce+ agdf − bhag + b2h2 + bhce− bhdf
− ceag + cebh+ c2e2 − cedf + dfag − dfbh− dfce+ d2f 2)
+ (a2h2 + ahbg − ahcf − ahde+ bgah+ b2g2 − bgcf − bgde
− cfah− cfbg + c2f 2 + cfde− deah− debg + decf + d2e2)
= (ae+ bf + cg + dh)2 + (af − be+ ch− dg)2
+ (ag − bh− ce+ df)2 + (ah+ bg − cf − de)2. 
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Esimerkki 1.2.2. Luvut 31 = 52 + 22 + 12 + 12 ja 53 = 62 + 42 + 12 + 02
voidaan esittää neljän neliön summana, joten Lauseen 1.2.1 mukaisesti niiden
tulo 1643 = 31 · 53 voidaan esittää neljän neliön summana
1643 = 31 · 53 = (52 + 22 + 12 + 12)(62 + 42 + 12 + 02)
= (5 · 6 + 2 · 4 + 1 · 1 + 1 · 0)2 + (5 · 4− 2 · 6 + 1 · 0− 1 · 1)2
+ (5 · 1− 2 · 0− 1 · 6 + 1 · 4)2 + (5 · 0 + 2 · 1− 1 · 4− 1 · 6)2
= (30 + 8 + 1 + 0)2 + (20− 12 + 0− 1)2
+ (5− 0− 6 + 4)2 + (0 + 2− 4− 6)2
= 392 + 72 + 32 + (−8)2
= 392 + 82 + 72 + 32.
Seuraus 1.2.3. Jos saadaan osoitettua, että kaikki alkuluvut voidaan esittää
neljän neliön summana, niin Lauseesta 1.2.1 ja Aritmetiikan peruslauseesta
seuraa, että kaikki positiiviset kokonaisluvut voidaan esittää neljän neliön
summana.
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2 Kompleksiluvut ja matriisit
Tässä luvussa esitetään ja todistetaan työssä tarvittavia matematiikan väli-
neitä ja rakennetaan pohjaa neljän neliön summien käsittelyyn. Perusasiat
on käyty kompleksianalyysin, lineaarialgebran ja lukuteorian luentokursseil-
la, tähän lukuun olen varmistanut asioita insinöörien matematiikan kirjasta
[6]. Luentokursseilla käymättömien asioiden lähde mainitaan aina erikseen.
Luvun lopussa todistetaan kahden neliön summiin liittyvä lause.
2.1 Kompleksiluvut, C
Määritelmä 2.1.1. Muotoa α = a+ bi, jossa a, b ∈ R ja i2 = −1 oleva luku
on kompleksiluku. Kompleksilukujen joukko voidaan samaistaa tasoon R2.
Määritelmä 2.1.2. Kompleksilukujen α = a1 + b1i ja β = a2 + b2i summa
on
α+ β = a1 + b1i+ a2 + b2i = (a1 + a2) + (b1 + b2)i.
Määritelmä 2.1.3. Kompleksilukujen α = a1 + b1i ja β = a2 + b2i tulo on
αβ = (a1 + b1i)(a2 + b2i) = a1a2 + a1b2i+ b1a2i− b1b2
= (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i.
Määritelmä 2.1.4. Kompleksiluvun α = a+ bi konjugaatti merkitään ylä-
viivalla ja muodostetaan vaihtamalla imaginaariosan etumerkki eli α = a−bi.
Lemma 2.1.5. Kompleksilukujen α ja β konjugaateille pätee α+ β = α+ β
ja α− β = α− β.
Todistus. Seuraa suoraan Määritelmistä 2.1.2 ja 2.1.4. 
Lemma 2.1.6. Kompleksilukujen α ja β konjugaateille pätee αβ = αβ.
Todistus. Olkoot α = a1 + b1i ja β = a2 + b2i, tällöin tulon αβ konjugaatti
on
αβ = (a1 + b1i)(a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i
= (a1a2 − b1b2)− (a1b2 + b1a2)i = a1a2 − a1b2i− b1a2i− b1b2
= (a1 − b1i)(a2 − b2i) = αβ
eli konjugaattien tulo. 
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Tässä työssä määritellään kompleksiluvun ja kvaternion normi kompleksi-
lukujen alkeissa esitetystä poikkeavalla tavalla. Käytetään kompleksiluvun
etäisyydelle origosta normin sijasta nimeä itseisarvo ja varataan nimi nor-
mi etäisyyden toiselle potenssille seuraavien määritelmien mukaisesti. Nor-
min käyttö neliömuodossa on tietysti esitysteknisesti helpompaa kuin neliö-
juurimuodon käyttö, mutta ennen kaikkea se mahdollistaa käsitteiden koko-
naisluku ja alkuluku ja jopa parillisuuden tai parittomuuden sujuvan käytön
kompleksilukuja ja erityisesti kvaternioita tarkasteltaessa.
Määritelmä 2.1.7. Kompleksiluvun α = a + bi itseisarvo vastaa pisteen
etäisyyttä origosta ja lasketaan kaavalla |α| = √a2 + b2.
Määritelmä 2.1.8. Kompleksiluvun α = a+ bi normi on luvun itseisarvon
neliö N(α) = |α|2 = a2 + b2.
Huomautus 2.1.9. Kompleksiluvun α = a + bi ja sen konjugaatin α tulo
on luvun α normi
αα = (a+ bi)(a− bi) = a2 − abi+ abi− b2i2 = a2 + b2 = N(α).
Seuraus 2.1.10. Kompleksiluvun α käänteisluku on α−1 = α
N(α)
.














Määritelmä 2.1.11. Gaussin kokonaisluku on muotoa a+bi oleva komplek-
siluku, jossa a, b ∈ Z [4, s.90].
Määritelmä 2.1.12. Gaussin kokonaisluvut muodostavat Gaussin koko-
naislukujen joukon Z(i) [4, s.90].
Määritelmä 2.1.13. Gaussin alkuluku on Gaussin kokonaisluku, jota ei voi-
da jakaa itseään lyhyempinormisiin tekijöihin joukossa Z(i) [1, s.103].
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Seuraus 2.1.14. Määritelmästä 2.1.13 seuraa, että Gaussin alkuluku on
Gaussin kokonaisluku, jonka normi on tavallinen alkuluku.
Gaussin kokonaislukujen jaollisuudesta, niiden Eukleideen algoritmista ja
aritmetiikan peruslauseesta on kirjoitettu suomenkielinen Pro gradu -tutkielma
[9] Rosenin kirjan viidenteen painokseen lisätyn luvun pohjalta, joten tässä
ei niistä sen enempää.
2.2 Matriisien laskusääntöjä
Määritelmä 2.2.1. OlkootA jaB kaksi n×mmatriisia. MatriisienA = (aij)
ja B = (bij) summa on n×m matriisi C = (cij), jossa cij = aij + bij.
Määritelmä 2.2.2. Olkoon matriisissa A n saraketta ja matriisissa B n

















a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22
)
Huomautus 2.2.4. Esimerkin 2.2.3 perusteella havaitaan, että matriisien
kertolasku ei ole vaihdannainen edes kaikille n× n neliömatriiseille.
Matriisiyhtälöiden AX = B ratkaisussa X = A−1B tarvitaan vasemmal-
ta kertomaan käänteismatriisia A−1 ja sen muodostamisessa determinanttia
D = det A.
Määritelmä 2.2.5. Olkoon A 2× 2 matriisi, sen determinantti on
D = det A =
∣∣∣∣ a11 a12a21 a22
∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.







∣∣∣∣ a22 a23a32 a33
∣∣∣∣− a21 ∣∣∣∣ a12 a13a32 a33
∣∣∣∣+ a31 ∣∣∣∣ a12 a13a22 a23
∣∣∣∣ .
Eli jokainen alkio saa kertoimekseen jäännösmatriisin, josta on poistettu al-
kion oma rivi ja sarake, determinantin. Etumerkki on vasemman ylänurkan
alkiolle + ja sitten aina joka toiselle − ja +.
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(−1)i+jaijMij, (j = 1, 2, . . . tai n)
jossa Mij on alkiota aij vastaavan jäännösmatriisin determinantti. Purkami-
sen aloittava sarake eli j voi olla mikä tahansa. Purkaminen voidaan tehdä
myös minkä tahansa rivin suhteen.
Lause 2.2.8. Matriisien A ja B determinanteille pätee
D(A×B) = D(A) ·D(B).













∣∣∣∣ a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22
∣∣∣∣
= (a11b11 + a12b21)(a21b12 + a22b22)
− (a11b12 + a12b22)(a21b11 + a22b21)
= a11b11a21b12 + a11b11a22b22 + a12b21a21b12 + a12b21a22b22
− a11b12a21b11 − a11b12a22b21 − a12b22a21b11 − a12b22a22b21
rivien ensimmäiset ja viimeiset termit supistuvat allekkain pois
= a11a22b11b22 − a11a22b12b21 − a12a21b11b22 + a12a21b12b21
= (a11a22 − a12a21)(b11b22 − b12b21)
=
∣∣∣∣ a11 a12a21 a22
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ b11 b12b21 b22
∣∣∣∣
= D(A) ·D(B). 
Lause voidaan todistaa vastaavasti isommillekin n× n matriiseille.
2.3 Kompleksiluvut ja reaalimatriisit
Tässä luvussa esitetään kompleksilukuja matriisimuodossa ja käytetään mat-
riisien ominaisuuksia muutamissa kompleksilukuihin liittyvissä todistuksis-
sa. Samalla rakennetaan analogiaa, jonka pohjalta kvaternioiden esittäminen
kompleksimatriisina onnistuu myöhemmin.
8







Lemma 2.3.2. Kahden kompleksiluvun summan matriisimuoto on niiden
matriisimuotojen summa. [1, Teht.8.1.1]
Todistus. Olkoot α = a1 + b1i ja β = a2 + b2i, tällöin
M((a1 + b1i) + (a2 + b2i)) = M(a1 + a2 + b1i+ b2i)
= M((a1 + a2) + (b1 + b2)i)
=
(
a1 + a2 b1 + b2












= M(a1 + b1i) +M(a2 + b2i). 
Lemma 2.3.3. Kahden kompleksiluvun tulon matriisimuoto on niiden mat-
riisimuotojen tulo. [1, Teht.8.1.1]
Todistus. Olkoot α = a1 + b1i ja β = a2 + b2i, tällöin
M((a1 + b1i)(a2 + b2i)) = M((a1a2 + a1b2i+ b1a2i− b1b2)
= M((a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i)
=
(
a1a2 − b1b2 a1b2 + b1a2












= M(a1 + b1i)M(a2 + b2i). 
Seuraus 2.3.4. Koska 2× 2 matriisien summa ja tulo vastaavat kompleksi-





a, b ∈ R.




















1 · a+ 0 · c 1 · b+ 0 · d







Eli yksikkömatriisi on matriisitulon neutraalialkio.





















0 · 0 + 1 · (−1) 0 · 1 + 1 · 0







Esimerkki 2.3.9. Kompleksiluku voidaan esittää 2× 2 matriisina yksikkö-
matriisien avulla
















Määritelmä 2.3.10. [1, s.140] Määritelmistä 2.1.8, 2.3.1 ja 2.2.5 yhdistä-
mällä saadaan kompleksiluvun normille






Eli matriisimuotoisen kompleksiluvun normi saadaan suoraan sen determi-
nantista.
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Lause 2.3.11. Kahden kompleksiluvun normien tulo N(α)N(β) on yhtä suu-
ri kuin lukujen tulon normi N(αβ).
Todistus. Seuraa suoraan Määritelmästä 2.3.10 ja Lauseesta 2.2.8. 
Nyt voidaan helposti todistaa kahden neliön summien tuloon liittyvä Dio-
fantoksen lause, joka tunnetaan nykyään nimellä Brahmagupta-Fibonaccin
yhtälö.
Lause 2.3.12. Kahden kokonaisluvun neliöiden summa kerrottuna toisella
kahden kokonaisluvun neliöiden summalla on kahden kokonaisluvun neliöiden
summa.
Todistus. (Vrt. [1, s.140]) Olkoot α = a1 + b1i ja β = a2 + b2i , joissa
a1, a2, b1, b2 ∈ Z. Koska lauseen 2.2.8 perusteella determinanttien




























a1a2 − b1b2 a1b2 + b1a2




a1a2 − b1b2 a1b2 + b1a2
−(a1b2 + b1a2) a1a2 − b1b2
)
= (a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + b1a2)2,







2) = (a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + b1a2)2. 
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Lause 2.3.13. Jos x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja, jotka voidaan
esittää kahden neliön summana, niin myös tulo xy voidaan esittää kahden
neliön summana.
Todistus. Olkoot x = N(α) ja y = N(β) , niin Lauseesta 2.3.12 seuraa






2) = (a1a2 − b1b2)2 + (a1b2 + b1a2)2. 
Siis jo 200-luvulla Diofantos tiesi, että kahden kokonaisluvun neliöiden sum-
ma kerrottuna toisella kahden kokonaisluvun neliöiden summalla on kahden
kokonaisluvun neliöiden summa.
Pienillä luvuilla esitetty vastaesimerkki osoittaa, että tämä ominaisuus ei ole
voimassa kolmen neliön summille.
Esimerkki 2.3.14.
3 · 5 = 15
(1 + 1 + 1)(4 + 1 + 0) = 9 + 4 + 2
(12 + 12 + 12)(22 + 12 + 02) = 32 + 22 + . . .
Lukua 15 ei siis voi esittää kolmen neliön summana, vaikka sen tekijät 3 ja 5
voi. Kolmen neliön summien joukko ei siis ole suljettu kertolaskun suhteen.
Tästä johtuen ei pystytä rakentamaan kolmiulotteisten lukujen algebralli-
sia struktuureja, jotka perustuvat luvun normin määrittelyyn koordinaattien
neliöiden summina, kuten kompleksiluvuilla tai neliulotteisilla kvaternioilla.
Kolmiulotteisen maailman laskutoimitusten tutkimisella on tietysti mer-
kitystä reaalimaailmassa ja matematiikan kehityksellekin niiden tutkiminen
on ollut välttämätön askel. Ennen kvaternioiden kertolaskun onnistunutta
määrittelyä syksyllä 1843 irlantilainen William Rowan Hamilton oli yrittä-
nyt 13 vuoden ajan keksiä toimivaa kolmiulotteisten lukujen kertolaskua. [1,
s.156]
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3 Kvaterniot ja matriisit
Tässä luvussa esitellään kvaterniot ja niiden ominaisuuksia vastaavasti kuin
kompleksiluvuille edellisessä luvussa. Lisäksi käytetään kompleksimatriiseja
kvaternioiden esittämiseen ja matriisien ominaisuuksia kvaternioiden ominai-
suuksien todistamiseen. Lopuksi yhdistetään kahden kompleksiluvun matrii-
sin ominaisuuksia neljän reaaliluvun ominaisuuksiin.
3.1 Kvaterniot, H
Todistetaan aluksi kompleksilukujen ominaisuuksia käyttäen historiaa sel-
ventävä lause.
Lause 3.1.1. Kertolaskua ei ole mahdollista määritellä kompleksilukuja vas-
taavalla tavalla, siis vektorien kiertona, kolmiulotteisille luvuille.
Todistus. (Vrt. [5, ss.180-181]) Tehdään vastaoletus, että kertolasku voi-
daan määritellä avaruudessa R3 kuten kompleksiluvuilla. Olkoot 1, i, j akse-
lien x, y, z suuntaiset yksikkövektorit siten, että i2 = −1 ja j2 = −1. Tällöin
tulolle ij on olemassa esitys ij = a + bi + cj , jossa a, b, c ∈ R. Kerrotaan
esityksen molemmat puolet kertoimella i, jolloin saadaan
i(ij) = i(a+ bi+ cj)
i2j = ai− b+ cij
−1j = −b+ ai+ c(a+ bi+ cj)
−j = (ac− b) + (a+ bc)i+ c2j.
Yksikkövektorin j kertoimista saadaan c2 = −1 , joka on ristiriidassa oletuk-
sen c ∈ R kanssa. 
Kertolaskun onnistuneeseen määrittelyyn tarvitaan vielä kolmas imaginaa-
riakseli ja tällöin päädytään kvaternioihin. Kvaternioiden joukkoa merkitään
tavallisesti kirjaimella H keksijänsä mukaan. Vaihtoehtoinen merkintä, jota
käytetään erityisesti teknisen puolen kirjallisuudessa, on Q.
Määritelmä 3.1.2. [1, s.143] Muotoa q = a+bi+cj+dk, jossa a, b, c, d ∈ R
ja i2 = j2 = k2 = −1 oleva luku on kvaternio. Kvaternioiden joukko voidaan
samaistaa lukujoukkoon R4.
Määritelmä 3.1.3. Kvaternioiden q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k ja
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k summa on
q1 + q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)
= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.
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Määritelmä 3.1.4. [1, s.143] Kvaternioiden kertolaskua varten määritellään
imaginaaristen yksikkökvaternioiden i, j, k kertolaskut
ij = k = −ji
jk = i = −kj
ki = j = −ik.
Kvaternioiden kertolasku ei siis ole vaihdannainen edes yksikkökvaternioilla,
tämä pitää ottaa huomioon kaikissa kertolaskuissa.
Määritelmä 3.1.5. Kvaternioiden q1 = a1 + b1i+ c1j + d1k ja
q2 = a2 + b2i+ c2j + d2k tulo on
q1q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)
= a1a2 + a1b2i+ a1c2j + a1d2k + b1a2i− b1b2 + b1c2k − b1d2j
+ c1a2j − c1b2k − c1c2 + c1d2i+ d1a2k + d1b2j − d1c2i− d1d2
= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i
+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k.
Määritelmä 3.1.6. [1, s.149] Kvaternion α = a + bi + cj + dk konjugaatti
merkitään yläviivalla ja muodostetaan vaihtamalla imaginaariosan etumerkit
eli α = a− bi− cj − dk.
Lemma 3.1.7. Kvaternioiden q1 ja q2 konjugaateille pätee q1 + q2 = q1 + q2
ja q1 − q2 = q1 − q2.
Todistus. Seuraa suoraan Määritelmistä 3.1.3 ja 3.1.6. 
Lemma 3.1.8. [1, Teht.8.6.4] Kvaternioiden q1 ja q2 konjugaateille pätee
q1q2 = q2 q1.
Todistus. Olkoot q1 = a1+ b1i+ c1j+d1k ja q2 = a2+ b2i+ c2j+d2k, tällöin
tulon q1q2 konjugaatti on
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q1q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k)(a2 + b2i+ c2j + d2k)
= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i
+(a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k
= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)− (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)i
− (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)j − (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)k
= a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2 − a1b2i− b1a2i− c1d2i+ d1c2i
− a1c2j + b1d2j − c1a2j − d1b2j − a1d2k − b1c2k + c1b2k − d1a2k
= a2a1 − a2b1i− a2c1j − a2d1k − b2a1i− b2b1 + b2c1k − b2d1j
− c2a1j − c2b1k − c2c1 + c2d1i− d2a1k + d2b1j − d2c1i− d2d1
= (a2 − b2i− c2j − d2k)(a1 − b1i− c1j − d1k) = q2 q1
eli konjugaattien tulo. 
Määritelmä 3.1.9. Kvaternion q = a + bi + cj + dk itseisarvo lasketaan
kaavalla |q| = √a2 + b2 + c2 + d2.
Määritelmä 3.1.10. Kvaternion q = a + bi + cj + dk normi on luvun
itseisarvon neliö N(q) = |q|2 = a2 + b2 + c2 + d2.
Huomautus 3.1.11. Kvaternion q = a + bi + cj + dk ja sen konjugaatin q
tulo on luvun q normi
qq = (a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk)
= aa− abi− acj − adk + bai+ bb− bck + bdj
+ caj + cbk + cc− cdi+ dak − dbj + dci+ dd
= a2 + b2 + c2 + d2 = N(q).
Seuraus 3.1.12. Kvaternion q käänteisluku on q−1 = q
N(q)
.















Määritelmä 3.1.13. Kokonaislukukvaternio on muotoa a+bi+cj+dk oleva
kvaternio, jossa a, b, c, d ∈ Z [1, s.145].
Määritelmä 3.1.14. Kokonaislukukvaterniot muodostavat kokonaislukukva-
ternioiden joukon Z(i, j, k) [1, s.145].
Määritelmä 3.1.15. Kokonaislukukvaternio on parillinen, jos sen normi
N(q) on parillinen luonnollinen luku [13, s.60].
Määritelmä 3.1.16. Kokonaislukukvaternio on pariton, jos sen normi N(q)
on pariton luonnollinen luku [13, s.60].
Määritelmä 3.1.17. Alkulukukvaternio on kokonaislukukvaternio, jota ei
voida jakaa itseään lyhyempinormisiin tekijöihin joukossa Z(i, j, k) [1, s.145].
3.2 Kvaterniot ja kompleksimatriisit
Englantilainen Arthur Cayley huomasi vuonna 1858, että kvaterniot voidaan
esittää kahden kompleksiluvun avulla 2× 2 matriisina. Koska 2× 2 komplek-
simatriisi pitää sisällään neljä reaalilukua, niin matriisien determinantteja
aukikirjoittamalla saadaan neljän neliön summia.
Määritelmä 3.2.1. [1, s.141] Olkoot α = a+di ja β = b+ci kompleksilukuja.







Matriisimuotoisten kvaternioiden laskuissa voidaan käyttää matriisien ja
kompleksilukujen laskusääntöjä.
Seuraus 3.2.2. Matriisien ja kompleksilukujen kertolaskun ominaisuuksis-
ta seuraa, että kvaternioiden kertolaskulle ovat voimassa liitännäisyys eli
q1(q2q3) = (q1q2)q3 sekä osittelulait molemmin puolin q1(q2+q3) = q1q2+q1q3
ja (q2 + q3)q1 = q2q1 + q3q1.
Määritelmä 3.2.3. Olkoon i kompleksilukujen imaginaariyksikkö. Kvater-























Esimerkki 3.2.4. [1, s.143] Kvaternio q voidaan esittää 2×2 kompleksimat-
riisina yksikkömatriisien avulla











































a+ di b+ ci

















a+ di b+ ci
−b+ ci a− di
)
konjugaatiksi kvaternion imaginaariosien kertoimien b, c, d merkit vaihtamal-
la
q = a1− bi− cj− dk
=
(
a− di −b− ci






















αα+ ββ −αβ + βα













Saatu esitys vastaa siis tilannetta, jossa kvaternioiden reaalista yksikkömat-
riisia on kerrottu reaaliluvulla αα+ββ. Esitys voidaan samaistaa tavalliseen
reaalilukuun, jolloin se saadaan muotoon
αα+ ββ = |α|2 + |β|2 = N(q).
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Esimerkki 3.2.7. Lasketaan Lemman 3.1.8 todistus matriisimuotoisilla kva-














α2 α1 − β2β1 −α2β1 − β2α1




α1 α2 − β1β2 −α1β2 − β1α2




α1α2 − β1β2 −α1β2 − β1α2




α1α2 − β1β2 −(α1β2 + β1α2)




α1α2 − β1β2 α1β2 + β1α2
−β1α2 − α1β2 −β1β2 + α1 α2
)
= q1q2
eli saadaan tulon konjugaatti.
Määritelmä 3.2.8. [1, s.142] Määritelmistä 3.1.10, 3.2.1 ja 2.2.5 yhdistä-
mällä saadaan kvaternion normille






Eli matriisimuotoisen kvaternion normi saadaan suoraan sen determinantis-
ta.
Esimerkki 3.2.9. Lasketaan normi matriisimuotoiselle kvaterniolle, jonka
kompleksiluvut ovat komponenttimuodossa. Olkoot α = a+ di ja β = b+ ci,







∣∣∣∣ a+ di b+ ci−b+ ci a− di
∣∣∣∣
= (a+ di)(a− di)− (b+ ci)(−b+ ci)
= a2 − adi+ adi+ d2 − (−b2 + bci− bci− c2)
= a2 + b2 + c2 + d2.
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Determinanttien kertolaskun laskusääntöjen perusteella saadaan seuraava
kompleksinen kahden neliön lause, jonka havaitsi ensimmäisenä saksalainen
Carl Friedrich Gauss noin vuonna 1820.
Lause 3.2.10. Kahden matriisimuotoisen kvaternion normien tulolle pätee
(|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2) = |α1α2 − β1β2|2 + |α1β2 − β1α2|2.












joissa α1, α2, β1, β2 ∈ C. Koska lauseen 2.2.8 perusteella determinanttien
























α1α2 − β1β2 α1β2 + β1α2




α1α2 − β1β2 α1β2 + β1α2




α1α2 − β1β2 α1β2 + β1α2




α1α2 − β1β2 α1β2 + β1α2
−(α1β2 + β1α2) α1α2 − β1β2
)
= |α1α2 − β1β2|2 + |α1β2 + β1α2|2,
ovat yhtä suuret, niin yhdistämällä saadaan
(|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2) = |α1α2 − β1β2|2 + |α1β2 + β1α2|2. 
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Lause 3.2.11. Jos x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja, jotka voidaan
esittää neljän neliön summana, niin myös tulo xy voidaan esittää neljän
neliön summana.










kvaternioita, joissa α1 = a1+d1i, β1 = b1+ c1i, α2 = a2+d2i ja β2 = b2+ c2i.
Valitaan x = N(q1) ja y = N(q2). Tällöin Lauseeseen 3.2.10 sijoittamalla
saadaan
































= (|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2)
= |α1α2 − β1β2|2 + |α1β2 + β1α2|2
= |(a1 + d1i)(a2 + d2i)− (b1 + c1i)(b2 − c2i)|2
+ |(a1 + d1i)(b2 + c2i) + (b1 + c1i)(a2 − d2i)|2
= |(a1a2 + a1d2i+ d1a2i− d1d2)− (b1b2 − b1c2i+ c1b2i+ c1c2)|2
+ |(a1b2 + a1c2i+ d1b2i− d1c2) + (b1a2 − b1d2i+ c1a2i+ c1d2)|2
= |(a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2) + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)i|2
+ |(a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2) + (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)i|2
= ((a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)2 + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)2)
+ ((a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)2 + (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)2)
= (a1a2 − b1b2 − c1c2 − d1d2)2 + (a1b2 + b1a2 + c1d2 − d1c2)2
+ (a1c2 − b1d2 + c1a2 + d1b2)2 + (a1d2 + b1c2 − c1b2 + d1a2)2. 
Huomautus 3.2.12. Miinusmerkkien paikat neliöiden summissa ovat selväs-
ti erilaiset kuin Lauseessa 1.2.1 esitetyssä neliöiden summassa. Niiden määrä
on kuitenkin kuusi ja Lauseen 1.2.1 loppuosa voidaan helposti järjestää vas-
taamaan edellä saatua tulosta vaihtelemalla lisäystermien merkkejä päikseen
20
. . . = (a2e2 − aebf − aecg − aedh− bfae+ b2f 2 + bfcg + bfdh
− cgae+ cgbf + c2g2 + cgdh− dhae+ dhbf + dhcg + d2h2)
+ (a2f 2 + afbe+ afch− afdg + beaf + b2e2 + bech− bedg
+ chaf + chbe+ c2h2 − chdg − dgaf − dgbe− dgch+ d2g2)
+ (a2g2 − agbh+ agce+ agdf − bhag + b2h2 − bhce− bhdf
+ ceag − cebh+ c2e2 + cedf + dfag − dfbh+ dfce+ d2f 2)
+ (a2h2 + ahbg − ahcf + ahde+ bgah+ b2g2 − bgcf + bgde
− cfah− cfbg + c2f 2 − cfde+ deah+ debg − decf + d2e2)
= (ae− bf − cg − dh)2 + (af + be+ ch− dg)2
+ (ag − bh+ ce+ df)2 + (ah+ bg − cf + de)2.
Neliöiden summamuoto ei siis ole yksikäsitteinen, mutta riittää että niitä
on olemassa. Neljän neliön summan lauseen todistamiseksi kokonaisluvuil-
le riittää siis todistaa, että kaikki alkuluvut voidaan esittää neljän neliön
summana.
Esimerkki 3.2.13. Lasketaan Esimerkki 1.2.2 uudestaan eri muotoon. Lu-
vut 31 = 52 + 22 + 12 + 12 ja 53 = 62 + 42 + 12 + 02 voidaan esittää neljän
neliön summana, joten Lauseen 3.2.11 mukaisesti niiden tulo 1643 = 31 · 53
voidaan esittää neljän neliön summana
1643 = 31 · 53 = (52 + 22 + 12 + 12)(62 + 42 + 12 + 02)
= (5 · 6− 2 · 4− 1 · 1− 1 · 0)2 + (5 · 4 + 2 · 6 + 1 · 0− 1 · 1)2
+ (5 · 1− 2 · 0 + 1 · 6 + 1 · 4)2 + (5 · 0 + 2 · 1− 1 · 4 + 1 · 6)2
= (30− 8− 1− 0)2 + (20 + 12 + 0− 1)2
+ (5− 0 + 6 + 4)2 + (0 + 2− 4 + 6)2
= 212 + 312 + 152 + 42
= 312 + 212 + 152 + 42.
Huomautus 3.2.14. Yllä lasketun nelikon (21, 31, 15, 4) ja Esimerkissä 1.2.2
lasketun nelikon (39, 7, 3, 8) lisäksi pienellä merkkien kääntelyllä löytyvät
nelikot (21, 33, 7, 8), (39, 9, 5, 4), (37, 9, 7, 12), (37, 7, 15, 0), (23, 31, 3, 12) ja
(23, 33, 5, 0). Ottamalla huomioon nelikon järjestykset 4! = 24 ja miinusmer-
kin mahdollisuuden 24 = 16 tai 23 = 8 nämä kahdeksan nelikkoa antavat
6 · 24 · 16 + 2 · 24 · 8 = 2688 niistä 13824 vaihtoehdosta, joilla luku 1643
voidaan Luvussa 7 esitettävän Lauseen 7.3.22 mukaan esittää neljän neliön
summana.
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Seuraus 3.2.15. Määritelmän 3.2.8 ja Lauseen 3.2.10 todistuksen perus-
teella havaitaan, että kvaterniolle q pätee |q1q2| = |q1||q2|. Samalla huoma-
taan, että kvaternioiden erotuksen kertolasku kasvattaa erotuksen normia
kertoimen normilla kertomalla aivan kuten kompleksiluvuilla |qq1 − qq2| =
|q(q1 − q2)| = |q||q1 − q2|.
Seuraus 3.2.16. Määritelmästä 3.1.17 ja Seurauksesta 3.2.15 seuraa, että
alkulukukvaternio on kokonaislukukvaternio, jonka normi on tavallinen alku-
luku.
Esimerkki 3.2.17. (Vrt. [1, s.145]) Kvaternio 2 + 2i + 2j + k on alkulu-
kukvaternio, koska sen normi 22 + 22 + 22 + 12 = 13 on tavallinen alkuluku.
Tällöin kvaterniota ei voi jakaa itseään lyhyempinormisiin tekijöihin joukossa
Z(i, j, k).
Esimerkki 3.2.18. [1, Teht.8.6.1 ja 8.6.2] Jaetaan kokonaislukukvaterniote-
kijöihin muutamia tavallisia alkulukuja, jotka ovat myös Gaussin alkulukuja
(Määritelmä 2.1.13). Voidaan käyttää tekijöinä toistensa konjugaatteja kuten
kompleksiluvuilla, jolloin imaginaariosista päästään eroon
3 = (1 + i+ j)(1− i− j) = 1− i− j + i+ 1− ij + j − ji+ 1 = 3
7 = (2 + i+ j + k)(2− i− j − k)
= 4− 2i− 2j − 2k + 2i+ 1− ij − ik
+ 2j − ji+ 1− jk + 2k − ki− kj + 1 = 7
11 = (3 + i+ j)(3− i− j) = 9− 3i− 3j + 3i+ 1− ij + 3j − ji+ 1 = 11.
Huomataan, että tavallinen alkuluku 13 ei ole Gaussin alkuluku, koska sen
voi esittää kahden etäisyyden neliöstä kokoamalla ja siten jakaa kokonaislu-
kukertoimisiin kompleksilukutekijöihin
13 = (3 + 2i)(3− 2i) = 9− 6i+ 6i+ 4 = 13.
Huomataan, että kaikki tavalliset alkuluvut voidaan jakaa kokonaislukukva-
terniotekijöihin, jos kummankin tekijän normi on tavallisen alkuluvun suu-
ruinen. Ja sehän onnistuu tietysti myöhemmin esitettävän Lauseen 6.2.1 pe-
rusteella neljästä yksikkövektorin kertoimen neliöstä kokoamalla.
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4 Hurwitzin kokonaisluvut
Tässä luvussa täydennetään kokonaislukukertoimisten kvaternioiden jouk-
koa Z(i, j, k), että saadaan lyhimmän etäisyyden määrittely yksikäsitteisek-
si. Tässä luvussa todistetaan Neljän neliön lause tavallisille alkuluvuille, jotka
eivät ole Hurwitzin alkulukuja.
4.1 Kvaternioiden jakolause
Kvaternioiden jakolaskun tuloksen ja jakojäännöksen hahmottamiseen jou-
kossa Z(i, j, k) voi käyttää (ainakin ajatuksissaan) jakajan monikertojen muo-
dostamaa ruudukkoa samaan tapaan kuin kompleksiluvuilla joukossa Z(i).
Olkoot α ja β kvaternioita, tällöin jakolaskun α÷ β jakojäännös on α− µβ,
jossa µβ on lukua α lähin ruudukon risteys.
Huomataan, että kvaternioiden jakojäännöksen kanssa tulee ongelmia. Jako-
jäännöksen tulisi olla aina pienempi kuin jakajan eli |α − µβ| < |β|, mutta
neliulotteisen laatikon keskipisteessä on |α− µβ| = |β|.































on yhtä suuri kuin laatikon sivun pituus.
Jakolasku ei siis toimi jakojäännöksen osalta joukossa Z(i, j, k) eli tavalli-
sia kokonaislukuja vastaavan jakolauseen muodostaminen ei ole mahdollista
eikä Eukleideen algoritmia voi käyttää apuna suurimman yhteisen tekijän
etsimisessä.
4.2 Hurwitzin täydennys joukkoon H
Koska etäisyyden yksikäsitteisyys joukossa Z(i, j, k) ei toteudu kokonaisluku-
laatikoiden keskipisteissä, niin otetaan nämä keskipisteet lisäksi kokonaislu-
kukvaternioiden joukkoon. Saksalaislähtöinen matemaatikko Adolf Hurwitz
julkaisi tämän laajennuksen vuonna 1896. Jatkossa huomataan, että nuo kes-
kipisteet käyttäytyvät monessa suhteessa kokonaislukukvaternioiden tapaan.





Määritelmä 4.2.1. Olkoot a, b, c, d ∈ Z, tällöin mikä tahansa kokonaisluku-
kvaternioiden väleihin jäävä neliulotteisen laatikon keskipiste voidaan esittää
muodossa
1 + i+ j + k
2
+ a+ bi+ cj + dk.
Määritelmä 4.2.2. Yhdistämällä Määritelmän 4.2.1 mukaisten keskipistei-
den joukko kokonaislukukvaternioiden joukkoon Z(i, j, k) saadaan Hurwitzin
kokonaislukujen joukko Z(1+i+j+k
2
, i, j, k). Olkoot A,B,C,D ∈ Z, tällöin mi-
kä tahansa Hurwitzin kokonaisluku voidaan esittää muodossa
A
1 + i+ j + k
2
+Bi+ Cj +Dk.
Keskipisteet saadaan kertoimen A parittomilla arvoilla ja kokonaislukukva-
terniot parillisilla.
Esimerkki 4.2.3. [1, Teht.8.5.1] Esitetään tavalliset yksikkökvaterniot 1 ja
i Määritelmän 4.2.2 muodossa. Saadaan esitykset
1 = 2 · 1 + i+ j + k
2
− i− j − k
i = 0 · 1 + i+ j + k
2
+ i+ 0j + 0k.
Vastaavasti voidaan esittää j ja k.
Seuraus 4.2.4. Kaikki kokonaislukukertoimiset kvaterniot voidaan esittää
Määritelmän 4.2.2 mukaisessa Hurwitzin kokonaislukumuodossa, koska ne
ovat yksikkövektorien lineaarikombinaatioita.
Lause 4.2.5. Hurwitzin kokonaisluvun normi on tavallinen kokonaisluku.
Todistus. [1, Teht.8.5.1] Kokonaislukukertoimisessa tilanteessa asia on it-
sestään selvä. Tarkastellaan keskipisteiden tilannetta. Olkoot a, b, c, d ∈ Z,
tällöin laatikon keskipisteessä sijaitsevan Hurwitzin kokonaislukukvaternion
q = (a+ 1
2


























































= a2 + a+
1
4
+ b2 + b+
1
4
+ c2 + c+
1
4
+ d2 + d+
1
4
= a2 + a+ b2 + b+ c2 + c+ d2 + d+ 1. 
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Huomautus 4.2.6. Jos Lauseen 4.2.5 todistukseen sijoitetaan origon vie-
reisiä 16 keskipistekvaterniota vastaavat arvot a, b, c, d = −1 tai 0, niin nor-
miksi saadaan 1. Hurwitzin kokonaislukujen joukossa on siis 8 + 16 = 24
yksikkökvaterniota.
Määritelmä 4.2.7. Hurwitzin keskipisteyksikkökvaternio ω on muotoa
ω =
±1± i± j ± k
2
oleva kvaternio.
Hurwitzin yksikkökvaternionien tuloja on yhteensä 24 ·24 kappaletta. Laske-
taan muutamia erityyppisiä tuloja , että nähdään miten tulot käyttäytyvät.
Esimerkki 4.2.8. Kerrottaessa keskipistekvaterniota kokonaisella imaginaa-






































Esimerkki 4.2.9. Otetaan perustilanteeksi keskipistekvaternio, jossa kaikki















































































Kun tulon termit on kirjoitettu allekkain neljän ryhmissä havaitaan, että
jokaisella rivillä ja jokaisessa sarakkeessa on kaikkia eri akseleita edustavat
komponentit. Yhden rivin termit tulossa vastaavat yhtä vasemmanpuolei-
sen kertoimen termiä ja vastaavasti yhden sarakkeen termit vastaavat yhtä
oikeanpuoleisen kertoimen termiä. Yhden termin merkin vaihto kertoimissa
vaikuttaa siis täsmälleen yhden kerran kaikkiin komponentteihin 1, i, j, k tu-
lossa. Koska neljäsosan merkki vaihtuu vastakkaiseksi ja tulee siis puolikkaan




Lause 4.2.10. Hurwitzin yksikkökvaternioiden tulo on Hurwitzin yksikkö-
kvaternio.
Todistus. [1, Teht.8.5.2] Kahta kokonaislukukertoimista kerrottaessa tilanne
on itsestään selvä (ks. Määritelmä 3.1.5). Samoin kokonaislukukertoimisella
keskipistekvaterniota kerrottaessa (ks. Esimerkki 4.2.8). Tarkastellaan tilan-
netta, jossa molemmat ovat keskipistekvaternioita. Seurauksen 3.2.15 perus-
teella kvaternionien, joiden normi on yksi, tulon normi on yksi. Edellisestä
Esimerkistä 4.2.9 saatujen Hurwitzin yksikkökvaternioiden tulon eri kompo-
nenttien mahdollisista arvoista saadaan kaksi mahdollista yhdistelmää, jotka
tuottavat normin yksi. Yksi komponentti on ±1 ja muut nollia tai kaikki ovat
±1
2
eli tulo on Hurwitzin yksikkökvaternio. 
Esimerkki 4.2.11. Valitaan seuraavissa esimerkeissä tekijöiden merkit niin,
että tulossa joku komponentti saa arvokseen pelkkiä positiivisia neljäsosia tai























































































































































































































Eli jos yhdelle komponentille järjestellään kaikki neljäsosat positiivisiksi, niin
muiden komponenttien plussat ja miinukset menevät tasan ja ne jäävät nol-
liksi kuten pitääkin. Puolikkaiden saaminen tulon kaikille termeille vaatii
reaaliosan merkin vaihtoa, jolloin saadaan miinusmerkkisten termien määrä
vähenemään neljään.
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Lemma 4.2.12. Kaikille Hurwitzin yksikkökvaternioille ±1,±i,±j,±k ja ω
on olemassa yksikäsitteiset kertolaskun käänteisalkiot Hurwitzin yksikkökva-
ternioiden joukossa.
Todistus. [1, Teht.8.5.3] Ykköset voidaan kertoa itsellään ja imaginaariset ko-
konailukukertoimiset vastaluvullaan eli komplementillaan. Samoin keskipis-
tekvaterniot voidaan kertoa komplementillaan, koska Huomautuksen 3.1.11
mukaan ωω = N(ω) = 1 (ks. Esimerkki 4.2.11 a)). Listaamalla nähdään, että
saadaan 24 erilaista käänteisalkiota, joten ne ovat yksikäsitteisiä. 
Nyt on todistettu, että Hurwitzin kokonaislukujen joukon Z(1+i+j+k
2




män [10, s.3,7] kertolaskun suhteen. Ryhmälle on voimassa supistussään-
tö a ◦ x = a ◦ y ⇔ x = y. Hurwitzin kokonaislukujen joukko muodos-
taa edellä todistettujen ominaisuuksien perusteella myös renkaan [10, s.83](
Z(1+i+j+k
2
, i, j, k),+, ·), joka ei ole vaihdannainen.
Tarkastellaan vielä Hurwitzin kokonaislukujen etäisyyttä ja todistetaan nor-
min pieneneminen niiden jakoyhtälössä.
Lemma 4.2.13. Kvaterniolle q on olemassa Hurwitzin kokonaisluku µ siten,
että N(q − µ) < 1.
Todistus. [15] Olkoot q = a1+ b1i+ c1j+d1k kvaternio. Hurwitzin kokonais-
luku µ = a2 + b2i+ c2j + d2k voidaan valita siten, että
|a1 − a2| ≤ 1
4
,
koska vaihtoehtoja on puolikkaan välein.
Muille luvun µ komponenteille on sitten käytössä joko kokonaiset tai puolik-
kaat, joten voidaan valita niin, että
|b1 − b2| ≤ 1
2
, |c1 − c2| ≤ 1
2








































Lause 4.2.14. (jakoyhtälö) [15] Hurwitzin kokonaisluvuille α ja β on ole-
massa Hurwitzin kokonaisluku µ siten, että jaettaessa luku α luvulla β jako-
jäännökselle pätee |α− µβ| < |β|.
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Todistus. Olkoot α ja β Hurwitzin kokonaislukuja. Valitaan Lemman 4.2.13
kvaternioksi q = αβ−1, sillekin on olemassa Lemman epäyhtälön toteuttava
Hurwitzin kokonaisluku µ. Sitten muokataan epäyhtälön molempia puolia
N(q − µ) < 1
N(αβ−1 − µ) < 1
N(αβ−1 − µ)N(β) < 1 ·N(β)
N((αβ−1 − µ)β) < N(β)
N(αβ−1β − µβ) < N(β)
N(α− µβ) < N(β). 
4.3 Ehdollinen neljän neliön lause
Todistetaan seuraavaksi neljän neliön lause rajoitetussa tilanteessa.
Lause 4.3.1. Tavallinen alkuluku p, joka ei ole Hurwitzin alkuluku, voidaan
esittää muodossa
p = a2 + b2 + c2 + d2,
jossa 2a, 2b, 2c, 2d ∈ Z eli a, b, c, d ovat kokonaisia tai puolikkaita.
Todistus. [1, ss.149-150] Olkoot p tavallinen alkuluku, γ Hurwitzin koko-
naisluku ja 2a, 2b, 2c, 2d ∈ Z. Oletetaan, että p voidaan jakaa ei-triviaaleihin
Hurwitzin kokonaislukutekijöihin
p = (a+ bi+ cj + dk)γ.
Ottamalla konjugaatit molemmista puolista saadaan
p = γ(a− bi− cj − dk).
Kertomalla yllä olevat esitykset saadaan
p2 = (a+ bi+ cj + dk)γ γ(a− bi− cj − dk)
= (a+ bi+ cj + dk)|γ|2(a− bi− cj − dk)
= (a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk)|γ|2
= (a2 + b2 + c2 + d2)|γ|2.
Molemmat tekijät ovat reaalilukuja. Oletuksen mukaan a2+b2+c2+d2 > 1 ja
|γ|2 > 1. Koska p on alkuluku, niin ainoa mahdollisuus luvun p2 ei-triviaaliin
tekijöihin jakoon on p2 = pp. Tästä seuraa, että p = a2 + b2 + c2 + d2. 
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Edellisen Lauseen 4.3.1 Hurwitzin kokonaisluvun kertoimet a, b, c, d saattoi-
vat sisältää puolikkaita. Muokataan luvun p tekijöitä edellisen lauseen poh-
jalta tilanteessa, jossa kertoimet sisältävät puolikkaita.
Lause 4.3.2. Tavallinen alkuluku p, joka ei ole Hurwitzin alkuluku, voidaan
esittää muodossa
p = A2 +B2 + C2 +D2,
jossa A,B,C,D ∈ Z.
Todistus. [1, s.150] Otetaan avuksi Hurwitzin keskipisteyksikkökvaternio
ω = ±1±i±j±k
2
. Kaikki Hurwitzin kokonaisluvut, joiden kertoimet a, b, c, d
sisältävät puolikkaita voidaan kirjoittaa luvun ω ja parillisten kertoimien
a′, b′, c′, d′ avulla. Esimerkiksi 4,5 = 4 + 1
2
ja 5,5 = 6− 1
2
.
Olkoon p tavallinen alkuluku, jolle on olemassa edellisen lauseen mukainen
esitys p = a2 + b2 + c2 + d2, jossa a, b, c, d sisältävät puolikkaita. Kirjoitetaan
luku p Hurwitzin tekijämuotoon ja muokataan
p = (a+ bi+ cj + dk)(a− bi− cj − dk)
= (ω + a′ + b′i+ c′j + d′k)(ω + a′ − b′i− c′j − d′k)
= (ω + a′ + b′i+ c′j + d′k)× 1× (ω + a′ − b′i− c′j − d′k)
= (ω + a′ + b′i+ c′j + d′k)× ω ω × (ω + a′ − b′i− c′j − d′k)



















































Edellisen yhtälön viimeinen vaihe sisältää ykkösiä ja parillisia kertoimia jaet-
tuna kahdella. Kaikki kertoimien termit ovat siten kokonaislukuja, joten lop-
puun kertomalla ja saatavat termit komponenteittain ryhmittelemällä saa-
daan laskettua luvun p tekijöihin uudet kertoimet A,B,C,D ∈ Z siten, että
tulo pysyy samana kuin puolikkaita sisältäneessä muodossa. Saadaan esitys
p = (A+Bi+ Cj +Dk)(A−Bi− Cj −Dk)
= A2 +B2 + C2 +D2,
jossa A,B,C,D ∈ Z. Nyt kokonaislukuesitys löytyy molemmissa tilanteissa
ja lause on todistettu. 
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5 Hurwitzin alkulukutekijät
Hurwitzin kokonaislukujen alkulukutekijäesitys ei ole yksikäsitteinen, esimer-
kiksi luvulle 13 on olemassa alkulukutekijäesitykset 13 = (3 + 2i)(3− 2i) ja
13 = (1+2i+2j+2k)(1−2i−2j−2k) ja näiden muunnelmat kertoimien jär-
jestyksen ja etumerkkien suhteen. Hurwitzin kokonaisluvuille on rakennettu
olosuhteita, joissa tekijäesitykset saadaan yksikäsitteisiksi [13, ss.62-64]. Yk-
si hieno tapa hoitaa yksikäsitteisyys (kertoimien järjestystä ja etumerkkejä
paitsi) on rajoittua tilanteisiin, joissa Hurwitzin kokonaisluku ei ole jaollinen
tavallisella kokonaisluvulla. Tällöin luvun normille on olemassa yksikäsittei-
nen tavallisten alkulukujen tekijäesitys ja sen avulla saadaan Hurwitzin alku-
lukutekijät [12, s.57]. Käytetään kuitenkin kevyempiä, tavallisista kokonais-
luvuista tuttuja menetelmiä ja osoitetaan, että mikään tavallinen alkuluku
ei voi olla Hurwitzin alkuluku.
5.1 Eukleideen algoritmi
Kuten Kappaleessa 4.2 osoitettiin, Hurwitzin kokonaisluvuilla voidaan käyt-
tää supistussääntöä eli jakolaskua ja niille on voimassa jakoyhtälö, jossa jako-
jäännös on aina jakajaa pienempi. Tällöin kahdelle Hurwitzin kokonaisluvulle
voidaan määrittää suurin yhteinen tekijä Eukleideen algoritmilla.
Lasketaan Eukleideen algoritmin esimerkki luonnollisilla luvuilla, niin on hel-
pompi hahmottaa Hurwitzin kokonaislukujen merkinnät ja ajatuskulku.
Esimerkki 5.1.1. Etsitään Eukleideen algoritmin [2, s.81] avulla suurin yh-
teinen tekijä luvuille 108 ja 42. Käytetään jakoyhtälöä, kunnes jakojäännös
menee nollaksi
108 = 2 · 42 + 24
42 = 1 · 24 + 18
24 = 1 · 18 + 6
18 = 3 · 6 + 0.
Saadaan tulokseksi syt(108, 42) = 6.
Esitetään suurin yhteinen tekijä alkuperäisten lukujen lineaarikombinaationa
6 = 24− 18
= 24− (42− 24) = 2 · 24− 42
= 2(108− 2 · 42)− 42
= 2 · 108− 5 · 42.
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Tarkastellaan nyt Hurwitzin kokonaislukuja. Koska kertolasku ei ole vaihdan-
nainen, niin pitää operoida koko ajan samalta puolelta.
Määritelmä 5.1.2. Olkoot α, δ ja γ Hurwitzin kokonaislukuja. Luku δ on
luvun α oikea tekijä, jos α = γδ.
Lemma 5.1.3. Jos Hurwitzin kokonaisluvuilla α ja β on yhteinen oikea teki-
jä δ, niin niiden jakojäännös jaettaessa oikealta luvulla β on jaollinen luvulla
δ.
Todistus. [1, s.151] Olkoot α, β, δ, γ,  ja µ Hurwitzin kokonaislukuja ja α =
γδ ja β = δ. Tällöin jakojäännös ρ voidaan kirjoittaa muotoon
ρ = α− µβ = γδ − µδ = (γ − µ)δ.
Eli ρ on jaollinen luvulla δ. 
Luvun β lukua α lähimmän monikerran µβ löytäminen ei ole helppoa komp-
leksilukujen ruudukkoon verrattuna, mutta käyttämällä hyväksi luvun β kään-
teislukua ja erotuksen normin minimointia se hoituu yksikäsitteisesti.
Lemman 5.1.3 mukaisesta tilanteesta voidaan jatkaa jakamalla edellisen las-
kun jakajaa β oikealta edellisen laskun jakojäännöksellä ρ. Jos näillä on yh-
teinen oikea tekijä δ, niin Eukleideen algoritmia voidaan jatkaa kunnes löytyy
suurin yhteinen oikea tekijä ja seuraava jakolasku menee tasan.
Seuraus 5.1.4. [1, s.151] Olkoot α, β, µ ja ν Hurwitzin kokonaislukuja.
Hurwitzin kokonaislukujen Eukleideen algoritmia voidaan seurata takape-
rin vastaavasti kuin luonnollisilla luvuilla ja laskea suurimmalle yhteiselle
oikealle tekijälle esitys
oikea syt(α, β) = µα+ νβ.
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5.2 Tulon reaalinen alkulukutekijä
Eukleideen algoritmin avulla siis saadaan Hurwitzin kokonaisluvuille suurin
yhteinen tekijä ja se saadaan esitettyä alkuperäisten lukujen lineaarikombi-
naationa. Hurwitzin kokonaisluvuille pätee ilmeisen selvästi sama kertolas-
kuun liittyvä alkulukujen ominaisuus kuin muillekin vastaaville joukoille. Jos
Hurwitzin alkuluku p on Hurwitzin kokonaislukutulon αβ tekijä, niin p on
luvun α tai luvun β tekijä.
Rajoitutaan seuraavaksi teoreettiseen tilanteeseen, jossa Hurwitzin alkuluku
olisi reaalinen eli tavallinen alkuluku. Se helpottaa tarkastelua, koska reaalilu-
vulla kertominen on sama oikealta ja vasemmalta eli reaalisen tekijän paikalla
tulossa ei ole väliä. Käytetään hyväksi tavallisen alkuluvun ominaisuuksia ja
katsotaan mitä tällaisesta tilanteesta seuraa.
Lause 5.2.1. [1, s.152] Jos Hurwitzin reaalinen alkuluku p on Hurwitzin
kokonaislukutulon αβ tekijä, niin p on luvun α tai luvun β tekijä.
Todistus. Olkoot α, β, µ ja ν Hurwitzin kokonaislukuja. Oletetaan p on
Hurwitzin reaalinen alkuluku ja että p on tulon αβ tekijä. Seuraavaksi ole-
tetaan, että p ei ole luvun α tekijä. Tällöin
1 = oikea syt(p, α) = µp+ να.
Kerrotaan yhtälön molemmat puolet oikealta luvulla β, saadaan
β = µpβ + ναβ.
Tarkastellaan yhtälön oikeaa puolta. Luku p on selvästi ensimmäisen termin
tekijä, koska se sisältää luvun p. Luku p on oletuksen mukaan myös toisen
termin tekijä, koska se sisältää luvun αβ. Luku p on siis luvun β tekijä. 
Lause 5.2.2. [1, s.152] Kaikille muotoa p = 2n + 1 oleville alkuluvuille on
olemassa l,m ∈ Z, siten että p on luvun 1 + l2 +m2 tekijä.
Lokeroperiaatteeseen perustuvia alunperin Eulerin esittämän todistuksen ver-
sioita on tarjolla niin Stillwellin [1] kuin Rosenin [2, ss.451-452] kirjassakin,
mutta seuraava Erdősin [3, ss.212-213] todistus on mielestäni havainnollisin.
Todistus. Olkoot l,m ∈ Z ja p ≥ 3 alkuluku. Kirjoitetaan lause aluksi
kongruenssiyhtälön muotoon
l2 +m2 + 1 ≡ 0 (mod p)
ja muokataan hieman
l2 + 1 ≡ −m2 (mod p)
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Tarkastellaan kahta lukujonoa, joissa molemmissa on p+1
2
jäsentä,













Kahdessa jonossa on yhteensä p + 1 jäsentä, joten vähintään kaksi niistä
kuuluu samaan jäännösluokkaan modulo p. Kummassakaan lukujonossa ei ole
kahta keskenään samaan jäännösluokkaan kuuluvaa lukua. Asia on itsestään
selvä Algebran kurssin moduloaritmetiikan laskusääntöjen perusteella. Tässä
vielä varmistus toisen potenssin osalta, käytetään sääntöjä vain yhteen- ja
kertolaskun osalta. Oletetaan, että yhdessä lukujonossa olisi kaksi erisuurta
keskenään kongruenttia lukua x1 ja x2 modulo p. Tällöin niille on voimassa
|xi| ≤ p− 1
2
, i = 1, 2
ja
x21 ≡ x22 (mod p)
ja edelleen
x21 + 1 ≡ x22 + 1 (mod p) tai − x21 ≡ −x22 (mod p).
Siirtämällä kaikki termit samalle puolelle kaikista edellisistä erikseen saadaan
x21 − x22 ≡ 0 (mod p)
(x1 − x2)(x1 + x2) ≡ 0 (mod p).
Koska p on alkuluku, niin jommankumman tekijän on oltava kongruentti
nollan kanssa modulo p. Se on kuitenkin mahdotonta, koska
0 < |x1 − x2| < p− 1
2
ja 0 < x1 + x2 < p− 1.
Tällöin keskenään kongruentit luvut ovat eri lukujonoista. Valitsemalla l en-
simmäisestä jonosta ja m toisesta jonosta voidaan kirjoittaa
l2 + 1 ≡ −m2 (mod p)
1 + l2 +m2 ≡ 0 (mod p),
jolloin p on luvun 1 + l2 +m2 tekijä. 
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Lause 5.2.3. Tavallinen alkuluku ei ole Hurwitzin alkuluku.
Todistus. [1, s.153] Tavalliselle alkuluvulle 2 löytyy useita Hurwitzin alkulu-
kutekijäesityksiä, esimerkiksi 2 = (1 + i)(1− i) = 1− i+ i+ 1 = 2.
Olkoon p ≥ 3 tavallinen alkuluku. Lauseen 5.2.2 mukaan se on luvun
1+ l2+m2 tekijä. Jaetaan luku 1+ l2+m2 Hurwitzin kokonaislukutekijöihin
1 + l2 +m2 = (1 + li+mj)(1− li−mj).
Tehdään vastaoletus, että p on myös Hurwitzin alkuluku, jolloin se on Lauseen


















Jo reaaliosista huomataan, että kumpikaan ei ole Hurwitzin kokonaisluku eli
p ei voi olla Hurwitzin alkuluku. 
34
6 Neljän neliön summa
Luvussa 4 on todistettu, että Neljän neliön summa -lause on voimassa tavalli-
selle alkuluvulle p, joka ei ole Hurwitzin alkuluku. Tässä luvussa todistetaan
Neljän neliön summa -lauseen ensin kaikille alkuluvuille ja lopuksi kaikille
luonnollisille luvuille.
6.1 Todistus alkuluvuille
Lause 6.1.1. Alkuluku p ∈ N voidaan esittää muodossa
p = a2 + b2 + c2 + d2,
jossa a, b, c, d ∈ Z.
Todistus. [1, s.153] Koska Lauseen 4.3.2 mukaan kaikki tavalliset alkulu-
vut, jotka eivät ole Hurwitzin alkulukuja, voidaan esittää tässä muodossa ja
Lauseen 5.2.3 mukaan mikään tavallinen alkuluku ei ole Hurwitzin alkuluku,
niin yhtälö on voimassa kaikille alkuluvuille p ∈ N. 
6.2 Lagrangen neljän neliön lause
Nyt voidaan todistaa Neljän neliön summa -lause kaikille luonnollisille luvuil-
le eli Lagrangen neljän neliön lause, joka tunnetaan myös nimellä Bachetin
konjektuuri.
Lause 6.2.1. Jokainen luonnollinen luku n voidaan esittää neljän kokonais-
luvun a, b, c, d neliön summana
n = a2 + b2 + c2 + d2.
Todistus. Muistetaan aluksi, että 1 = 12 + 02 + 02 + 02. Jokaiselle luonnol-
liselle luvulle n ≥ 2 on Aritmetiikan peruslauseen [11, s.3] mukaan olemassa
alkulukutekijäesitys
n = pa11 p
a2
2 · . . . · parr ,
missä p1 < p2 < . . . < pr ovat alkulukuja ja a1, a2, . . . , ar ∈ N.
Koska Lauseen 6.1.1 mukaan kaikki alkuluvut voidaan esittää neljän koko-
naisluvun neliön summana ja Lauseen 3.2.11 mukaan kaikki neljän neliön
summien tulot ovat neljän neliön summia, voidaan kaikki luonnolliset luvut
esittää neljän neliön summana. 
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7 Neljän neliön summaesitysten määrä
Luvun 3 lopussa huomattiin, että monille luonnollisille luvuille neljän ne-
liön esityksiä on useita. Tarkastellaan esitysten määriä ja todistetaan niihin
liittyvä Jacobin neljän neliön lause.
7.1 Esitysten määristä
Tarkastellaan aluksi pienten lukujen esitysten määriä laskemalla.
Esimerkki 7.1.1. Luvulle 1 on olemassa vain yksi neljän neliön esitys
1 = 12+02+02+02. Se pitää kuitenkin sisällään 8 eri esitystä, jos kertoimien
paikan ja etumerkkien vaihtelu otetaan huomioon. Esitykset ovat
1 = 12 + 02 + 02 + 02 1 = (−1)2 + 02 + 02 + 02
1 = 02 + 12 + 02 + 02 1 = 02 + (−1)2 + 02 + 02
1 = 02 + 02 + 12 + 02 1 = 02 + 02 + (−1)2 + 02
1 = 02 + 02 + 02 + 12 1 = 02 + 02 + 02 + (−1)2.
Esimerkki 7.1.2. Luvun 2 neljän neliön esitys 2 = 12 + 12 + 02 + 02 pitää
sisällään 24 eri esitystä. Esitykset ovat
2 = 12 + 12 + 02 + 02 2 = (−1)2 + (−1)2 + 02 + 02
2 = 12 + 02 + 12 + 02 2 = (−1)2 + 02 + (−1)2 + 02
2 = 12 + 02 + 02 + 12 2 = (−1)2 + 02 + 02 + (−1)2
2 = 02 + 12 + 12 + 02 2 = 02 + (−1)2 + (−1)2 + 02
2 = 02 + 12 + 02 + 12 2 = 02 + (−1)2 + 02 + (−1)2
2 = 02 + 02 + 12 + 12 2 = 02 + 02 + (−1)2 + (−1)2
2 = 12 + (−1)2 + 02 + 02 2 = (−1)2 + 12 + 02 + 02
2 = 12 + 02 + (−1)2 + 02 2 = (−1)2 + 02 + 12 + 02
2 = 12 + 02 + 02 + (−1)2 2 = (−1)2 + 02 + 02 + 12
2 = 02 + 12 + (−1)2 + 02 2 = 02 + (−1)2 + 12 + 02
2 = 02 + 12 + 02 + (−1)2 2 = 02 + (−1)2 + 02 + 12
2 = 02 + 02 + 12 + (−1)2 2 = 02 + 02 + (−1)2 + 12.
Eri järjestysten määrä saadaan kertoimesta
4!
2! · 2! = 6.
Eri etumerkkiyhdistelmien lukumäärä saadaan kertoimesta 22 = 4.
36
Huomautus 7.1.3. Jokaisella nelikolla on olemassa 4! = 24 eri järjestystä,
jos kaikki luvut ovat eri suuruisia ja niille kaikille on olemassa 24 = 16 eri
etumerkkiyhdistelmää, jos kaikki luvut suurempia kuin nolla. Jokainen täl-
lainen nelikko tuottaa 24 · 16 = 384 erilaista neljän neliön esitystä. Näitä
esityksiä voi ajatella nelikon tuottamina erilaisina kokonaislukukertoimisina
kvaternioina ja miettiä Hurwitzin kokonaislukujen tekijöihin jakamista.
Esimerkki 7.1.4. Luvun 3 ainoa esitys on 2 = 12 + 12 + 12 + 02. Siitä
muodostuvien esitysten määrä on
4!
3!
· 23 = 4 · 8 = 32.
Esimerkki 7.1.5. Luku 4 on pienin, jolle on olemassa kaksi neljän neliön
esitystä. Ne ovat 4 = 12 + 12 + 12 + 12 ja 4 = 22 + 02 + 02 + 02. Niistä
muodostuvien esitysten määrä on
4!
4!
· 24 + 4!
3!
· 21 = 1 · 16 + 4 · 2 = 24.
Pelkällä esitysten määrien listaamisella ei pysty keksimään niiden määrän
logiikkaa. Otetaan avuksi parittomat tekijät ja niiden summa.
Esimerkki 7.1.6. Listataan pienten lukujen esitysten määriä, parittomia
tekijöitä, parittomien tekijöiden summia ja jaetaan esitysten määrä paritto-
mien tekijöiden summalla, saadaan
luku esitykset parittomat summa jako
1 8 1 1 8
2 24 1 1 24
3 32 1, 3 4 8
4 24 1 1 24
5 48 1, 5 6 8
6 96 1, 3 4 24
7 64 1, 7 8 8
8 24 1 1 24
9 104 1, 3, 9 13 8
10 144 1, 5 6 24
11 96 1, 11 12 8
12 96 1, 3 4 24
13 112 1, 13 14 8
14 192 1, 7 8 24
15 192 1, 3, 5, 15 24 8
16 24 1 1 24
17 144 1, 17 18 8
18 312 1, 3, 9 13 24.
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7.2 Esityksiä Hurwitzin yksikkökvaternioilla
Tarkastellaan esitysten muodostumisen yhteyksiä Hurwitzin kokonaislukujen
24 yksikkökvaternioon ja 8 kokonaislukukertoimiseen yksikkökvaternioon.
Määritelmä 7.2.1. Käytetään luonnollisen luvun n erilaisten neliösumma-









Esimerkki 7.2.2. Lukujen 1, 2, 3 ja 4 neljän neliön esitysten määrät voidaan
merkitä
r4(1) = 8, r4(2) = 24, r4(3) = 32 ja r4(4) = 24.
Esimerkki 7.2.3. Valitaan normin 1 omaavista kvaternioista perustilan-
teeksi q = 1 + 0i + 0j + 0k ja kerrotaan sitä kaikilla ykkösestä poikkea-
villa Hurwitzin yksikkökvaternioilla. Normi säilyy kaikissa tilanteissa ykkö-
senä, mutta kokonaislukukertoimisilla kerrottaessa kertoimen 1 paikka vaih-
tuu. Näin saadaan kahdeksan erilaista kvaterniota, jotka vastaavat Esimerkin
7.1.1 kahdeksaa neljän neliön esitystä. Keskipistekvaternioilla kerrottaessa
kertoimet ovat puolikkaita eivätkä ne kelpaa neljän neliön esitykseen.
Esimerkki 7.2.4. Normin 2 omaavista kvaternioista perustilanteeksi vali-
taan q = 1+ 1i+ 0j + 0k ja kerrotaan sitä kaikilla Hurwitzin yksikkökvater-
nioilla. Normi saa kaikissa tilanteissa arvon 2 ja nyt myös keskipistekvater-
nioilla kerrottaessa kertoimet ovat kokonaisia. Saadaan 24 erilaista kvater-
niota, joista 8 kokonaislukertoimisilla
(1 + 1i+ 0j + 0k)× 1 = 1 + 1i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)i = −1 + 1i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)j = 0 + 0i+ 1j + 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)k = 0 + 0i− 1j + 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)× (−1) = −1− 1i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−i) = 1− i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−j) = 0 + 0i− 1j − 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−k) = 0 + 0i+ 1j − 1k
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ja 16 keskipistekvaternioilla
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5 + 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = 0 + 1i+ 0j + 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5 + 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = 0 + 1i+ 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5 + 0,5i− 0,5j + 0,5k) = 0 + 1i− 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5− 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = 1 + 0i+ 0j + 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5 + 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = −1 + 0i+ 0j + 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5 + 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 0 + 1i+ 0j − 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5− 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = 1 + 0i+ 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5 + 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = −1 + 0i+ 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5− 0,5i− 0,5j + 0,5k) = 1 + 0i− 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5 + 0,5i− 0,5j + 0,5k) = −1 + 0i− 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5− 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = 0− 1i+ 0j + 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(0,5− 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 1 + 0i+ 0j − 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5 + 0,5i− 0,5j − 0,5k) = −1 + 0i+ 0j − 1k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5− 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = 0− 1i+ 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5− 0,5i− 0,5j + 0,5k) = 0− 1i− 1j + 0k
(1 + 1i+ 0j + 0k)(−0,5− 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 0− 1i+ 0j − 1k.
Saadut kvaternioesitykset vastaavat kaikkia Esimerkin 7.1.2 neljän neliön
esityksiä, jotka kombinatoriikan perusteella on löydettävissä.
Esimerkki 7.2.5. Kvaternioille, joiden normi on 3, ei saada perustilantees-
ta q1 = 1 + 1i + 1j + 0k Hurwitzin yksikkökvaternioilla kertomalla kuin
8 eri esitystä, koska keskipistekvaternioilla saadaan kertoimiksi puolikkai-
ta eivätkä ne kelpaa. Otetaan kolmeksi muuksi perustilanteeksi kvaterniot
q2 = 1 + 1i− 1j + 0k, q3 = 1− 1i + 1j + 0k ja q4 = 1− 1i− 1j + 0k, joista
saadaan kokonaislukukertoimisilla yksikkökvaternioilla kertomalla kaikki 32
eri esitystä.
Esimerkki 7.2.6. Kokeillaan vielä normia 4, jolle on Esimerkin 7.1.5 mu-
kaan kaksi oleellisesti erilaista neljän neliön esitystä. Valitaan perustilanteek-
si q = 1 + 1i + 1j + 1k ja kerrotaan kaikilla Hurwitzin yksikkökvaternioilla.
Keskipistekvaternioilla kerrottaessa kertoimet ovat kokonaisia ja tapahtuu
odotettu, mutta siltikin hieno ilmiö. Kakkoset ovat neljässä eri kohdassa po-
sitiivisena ja negatiivisena. Saatavat kvaterniot ovat
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(1 + 1i+ 1j + 1k)× 1 = 1 + 1i+ 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)i = −1 + 1i+ 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)j = −1− 1i+ 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)k = −1 + 1i− 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)× (−1) = −1− 1i− 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−i) = 1− i− 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−j) = 1 + 1i− 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−k) = 1− 1i+ 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5 + 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = −1 + 1i+ 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5 + 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = 0 + 0i+ 2j + 0k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5 + 0,5i− 0,5j + 0,5k) = 0 + 2i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5− 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = 0 + 0i+ 0j + 2k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5 + 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = −2 + 0i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5 + 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 1 + 1i+ 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5− 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = 1− 1i+ 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5 + 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = −1− 1i+ 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5− 0,5i− 0,5j + 0,5k) = 1 + 1i− 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5 + 0,5i− 0,5j + 0,5k) = −1 + 1i− 1j − 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5− 0,5i+ 0,5j + 0,5k) = −1− 1i− 1j + 1k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(0,5− 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 2 + 0i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5 + 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 0 + 0i+ 0j − 2k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5− 0,5i+ 0,5j − 0,5k) = 0− 2i+ 0j + 0k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5− 0,5i− 0,5j + 0,5k) = 0 + 0i− 2j + 0k
(1 + 1i+ 1j + 1k)(−0,5− 0,5i− 0,5j − 0,5k) = 1− 1i− 1j − 1k.
Valitsemalla perustilanteeksi 2 + 0i + 0j + 0k saadaan samat esitykset eri
järjestyksessä eli eri numeroita sisältävät esitykset syntyvät samasta lähtö-
kohdasta.
Esimerkki 7.2.7. Kvaternioille, joiden normi on 5, tarvitaan 6 perustilan-
netta. Kvaterniot q1 = 1+2i+0j+0k, q2 = 1−2i+0j+0k, q3 = 1+0i+2j+0k,
q4 = 1+0i−2j+0k, q5 = 1+0i+0j+2k ja q6 = 1+0i+0j−2k toimivat. Niis-
tä saadaan kokonaislukukertoimisilla yksikkökvaternioilla kertomalla kaikki
48 esitystä.
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7.3 Jacobin neljän neliön lause
Todistetaan Jacobin neljän neliön lause Hurwitzin kokonaislukujen normin
yksikäsitteisen alkulukutekijäesitysten ja kvaternioalgebran avulla. Hurwitzin
vuonna 1896 julkaisema todistus sisältää samalla myös summaesitysten ole-
massaolon todistuksen. Olemassaolon kohdat vaatisivat paljon ennakkotar-
kasteluita, joten käytetään Lauseita 7.3.3 ja 7.3.5 todistamatta ja käydään
niiden pohjalta läpi Jacobin lauseen rakentuminen. Lauseen ensimmäisen, el-
liptisiin funktioihin perustuvan, todistuksen esitti preussilainen Carl Gustav
Jacob Jacobi vuonna 1834.
Edellisen kappaleen esimerkkien perustilanteet voidaan rinnastaa Hurwitzin
primaarisiin kvaternioihin. Ne kaikki eivät olleet alla olevan Määritelmän
7.3.2 mukaisia, mutta joku niistä jokaisesta yksikkökvaternioilla kertomalla
saatu oli.
Määritelmä 7.3.1. [14, s.150] Kvaterniosta q Hurwitzin yksikkökvaterniolla
 kertomalla saatavat kvaterniot q ja q ovat kvaternion q oikeanpuoleisia ja
vasemmanpuoleisia liittolaisia.





on primaarinen, jos se on kongruentti kvaternion 1 tai 1+ 2r kanssa modulo
2(1 + i).
Lause 7.3.3. [14, s.156] Kvaternion oikeanpuoleisista liittolaisista yksi on
primaarinen.
Lemma 7.3.4. [14, s.155] Primaaristen kvaternioiden tulo on primaarinen.





q ≡ 1 (mod 2(1+ i)) ja q ≡ 1+2r (mod 2(1+ i)) oikeaa puolta. Kvaterniolla
1 kerrottaessa mikään ei muutu, joten tarkastellaan tilannetta (1+2r)(1+2r).
Vähennetään tulosta 1 ja muokataan erotusta, saadaan
(1 + 2r)(1 + 2r)− 1 = 1 + 2r + 2r + 4r2 − 1 = 4r2 + 4r = 4(r2 + r).
Koska luku 2(1+i) on luvun 4 tekijä, niin (1+2r)2 on kongruentti kvaternion
1 kanssa modulo 2(1 + i) ja siten kongruenssin vasemman puolen tulo on
primaarinen. 
Lause 7.3.5. [14, s.167] Primaarisia kvaternioita, joiden normi on tavalli-
nen alkuluku p ≥ 3, on p+ 1 kappaletta.
Seuraus 7.3.6. Esimerkin 7.2.4 ja Lauseen 7.3.3 perusteella on olemassa
yksi primaarinen kvaternio, jonka normi on 2.
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Lause 7.3.7. Primaaristen kvaternioiden, joiden normi on keskenään eri-
suurten tavallisten alkulukujen p1 ja p2 tulo, määrä on luvun p1 normia vas-
taavien ja luvun p2 normia vastaavien primaaristen kvaternioiden määrien
tulo.
Todistus. Lemman 7.3.4 perusteella primaaristen kvaternioiden tulo on pri-
maarinen. Koska kaikki normia p1 vastaavat ja normia p2 vastaavat kvater-
niot ovat erilaisia, niin niiden tuloina muodostuvat normia p1p2 vastaavat
kvaterniot ovat kaikki erilaisia ja niiden määrä saadaan alkuperäisten mää-
rien tulona. 
Seuraus 7.3.8. Tavallisten alkulukujen p1 ≥ 3 ja p2 > p1 tuloa vastaavien
primaaristen kvaternioiden määrä on (p1 + 1)(p2 + 1) = p1p2 + p1 + p2 + 1.
Esimerkki 7.3.9. Lukua 15 = 5 · 3 vastaavia primaarisia kvaternioita on
15 + 5 + 3 + 1 = 24 kappaletta.
Huomautus 7.3.10. Luonnollista alkulukua 2 vastaavia primaarisia kva-
ternioita on yksi, joten sillä kertominen ei vaikuta primaaristen kvaternioi-
den määrään. Olkoot k, n ∈ N ja p1, p2, . . . , pn tavallisia alkulukuja. Kaikkia
muotoa 2k olevia lukuja vastaavien primaaristen kvaternioiden määrä on yk-
si ja kaikkia muotoa 2kp1p2 · . . . · pn olevia lukuja vastaavien primaaristen
kvaternioiden määrä on sama kuin luvulla p1p2 · . . . · pn.
Huomautus 7.3.11. Kun tavallista alkulukua p kerrotaan itsellään, niin
vastaavasti p + 1 primaarista kvaterniota kerrotaan toisillaan. Syntyy Lem-
man 7.3.4 mukaisesti (p + 1)(p + 1) primaarista kvaterniota. Yksi kvaternio
syntyy kuitenkin p + 1 kertaa, joten kokonaismäärästä pitää ottaa p kappa-
letta pois. Primaaristen kvaternioiden määrä on siis
(p+ 1)2 − p = p2 + 2p+ 1− p = p2 + p+ 1.
Kun kerrotaan alkulukua p itsellään vielä kerran, saadaan primaarisille kva-
ternioille määräksi (p2+p+1)(p+1). p+1 kvaterniota syntyy kuitenkin (p+1)
kertaa ja kokonaismäärästä pitää vähentää (p + 1)p = p2 + p. Primaaristen
kvaternioiden määräksi saadaan
(p2+p+1)(p+1)−(p2+p) = p3+p2+p2+p+p+1−p2−p = p3+p2+p+1.
Neljännellä kertomisella p2 + p + 1 kvaterniota syntyy (p + 1) kertaa, koko-
naismäärästä pitää vähentää (p2 + p + 1)p = p3 + p2 + p ja eri primaaristen
kvaternioiden määräksi saadaan
(p3 + p2 + p+ 1)(p+ 1)− (p3 + p2 + p)
= p4 + p3 + p3 + p2 + p2 + p+ p+ 1− p3 − p2 − p
= p4 + p3 + p2 + p+ 1.
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Lemma 7.3.12. Tavallisen alkuluvun p luonnollisen potenssin pk arvoa vas-
taavien primaaristen kvaternioiden määrä on pk+pk−1+ . . .+p3+p2+p+1.
Todistus. Olkoon k ∈ N ja p tavallinen alkuluku. Luvulle p primaaristen
kvaternioiden määrä oli Lauseen 7.3.5 mukaan p + 1. Olkoon lukua pk−1
vastaavien primaaristen kvaternioiden määrä pk−1+pk−2+. . .+p3+p2+p+1.
Lukua pk vastaavien primaaristen kvaternioiden määrä saadaan kertomalla
luvulla p+ 1. Kun vähennetään samojen kvaternioiden määrä, niin saadaan
(pk−1 + pk−2 + . . .+ p3 + p2 + p+ 1)(p+ 1)
− (pk−1 + pk−2 + . . .+ p3 + p2 + p)
= pk + pk−1 + pk−1 + pk−2 + . . .+ p4 + p3 + p3 + p2 + p2 + p+ p+ 1
− pk−1 − pk−2 − . . .− p3 − p2 − p
= pk + pk−1 + pk−2 + . . .+ p4 + p3 + p2 + p+ 1
= pk + pk−1 + . . .+ p3 + p2 + p+ 1. 
Esimerkki 7.3.13. Lukua 125 = 53 vastaavia primaarisia kvaternioita on
125 + 25 + 5 + 1 = 156 kappaletta.
Esimerkki 7.3.14. Lasketaan kahden suhteellisen alkuluvun p21 ja p22 tuloa
vastaavien primaaristen kvaternioiden määrä. Kaikki primaariset kvaterniot
ovat erilaisia, joten saadaan
(p21 + p1 + 1)(p
2









2 + p1p2 + p1 + p
2
2 + p2 + 1.
Saatu lauseke vastaa luvun p21p22 parittomien tekijöiden summaa.
Huomautus 7.3.15. Jos p1, p2, . . . , pn ovat tavallisia alkulukuja ja ki, n ∈ N,
niin luvulla pk11 p
k2
2 · . . . ·pknn on (k1+1)(k2+1) · . . . · (kn+1) paritonta tekijää.
Esimerkki 7.3.16. Luvun 225 = 9 · 25 normin arvoa vastaavia primaarisia
kvaternioita on 225 + 75 + 45 + 25 + 15 + 9 + 5 + 3 + 1 = 403 kappaletta.
Huomautus 7.3.17. Sekä erisuurten parittomien alkulukujen tuloa että al-
kuluvun potenssia vastaavien primaaristen kvaternioiden määrän lausekkeet
p1p2 + p1 + p2 + 1 ja pk + pk−1 + . . .+ p3 + p2 + p+ 1 vastaavat parittomien
tekijöiden summaa.
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Lause 7.3.18. Paritonta luonnollista lukua vastaavien primaaristen kvater-
nioiden määrä on luvun parittomien tekijöiden summa.
Todistus. Olkoot p1, p2, . . . , pn ovat tavallisia alkulukuja ja ki, n ∈ N, kaikki
parittomat luonnolliset luvut voidaan esittää muodossa pk11 p
k2
2 · . . . ·pknn . Lause
seuraa suoraan Esimerkin 7.3.14 havainnoista ja Huomautuksesta 7.3.17, jois-
sa erilaiset alkulukujen yhdistämistilanteet on käyty läpi. 
Lemma 7.3.19. Luonnollista lukua vastaavien primaaristen kvaternioiden
määrä on luvun parittomien tekijöiden summa.
Todistus. Olkoot p1, p2, . . . , pn ovat tavallisia alkulukuja ja ki, n ∈ N, kaikki
luonnolliset luvut voidaan esittää muodossa 2k0pk11 p
k2
2 ·. . .·pknn . Huomautuksen
7.3.10 mukaan luvulla 2 kertominen ei vaikuta primaaristen kvaternioiden
määrään, jolloin Lemma seuraa suoraan Lauseesta 7.3.18. 
Lause 7.3.20. Parittoman kokonaislukukertoimisen kvaternion q ja keski-
pisteyksikkökvaternion tulo on aina keskipistekvaternio.
Todistus. Parittoman kokonaislukukertoimisen kvaternion q = a+bi+cj+dk
normi on pariton luonnollinen luku, tällöin pariton määrä kertoimista a, b, c, d
on oltava parittomia ja kertoimien summa on pariton. Esimerkin 4.2.9 mu-
kaan jokainen kerroin a, b, c, d vaikuttaa yhden kerran kunkin kvaterniotulon
komponentin 1, i, j, k muodostumiseen. Kerrottaessa paritonta kokonaisluku-
kertoimista kvaterniota keskipisteyksikkökvaterniolla jokaiseen komponettiin
tulee siten pariton määrä puolikkaita ja tulo on keskipistekvaternio. 
Lause 7.3.21. Parillisen kokonaislukukertoimisen kvaternion q ja keskipis-
teyksikkökvaternion tulo on aina kokonaislukukertoiminen kvaternio.
Todistus. Parillisen kokonaislukukertoimisen kvaternion q = a+ bi+ cj+ dk
normi on parillinen luonnollinen luku, tällöin parillinen määrä kertoimista
a, b, c, d on oltava parittomia tai kaikkien on oltava parittomia ja kertoimien
summa on parillinen. Esimerkin 4.2.9 mukaan jokainen kerroin a, b, c, d vai-
kuttaa yhden kerran kunkin kvaterniotulon komponentin 1, i, j, k muodos-
tumiseen. Kerrottaessa parillista kokonaislukukertoimista kvaterniota keski-
pisteyksikkökvaterniolla jokaiseen komponettiin tulee siten parillinen määrä
puolikkaita ja tulo on kokonaislukukvaternio. 
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Esitetään Jacobin neljän neliön lause käyttökelpoisimmassa muodossaan.
Lause 7.3.22. [15] Olkoon n ∈ N ja d sen pariton positiivinen tekijä. Luvun








d kun n on parillinen.
Todistus. Lemman 7.3.19 mukaan luonnollista lukua n vastaavien primaa-
risten kvaternioiden määrä on sen parittomien tekijöiden summa. Lauseen
7.3.3 mukaan yksikkökvaterniolla toisistaan kertomalla saatavien 24 liittolai-
sen joukossa on yksi primaarinen kvaternio, joten jokaisesta lukua n vastaa-
vasta primaarisesta kvaterniosta saadaan 24 erilaista Hurwitzin kokonaislu-
kukvaterniota. Primaarinen kvaternio on Määritelmän 7.3.2 perusteella aina
kokonaislukukertoiminen ja norminsa mukaan pariton tai parillinen. Lauseen
7.3.21 perusteella parillisen primaarisen kvaternion ja Hurwitzin yksikkökva-
ternion tulo on aina kokonaislukukertoiminen, joten kaikki jokaista parillis-
ta primaarista kvaterniota vastaavat 24 kvaterniota edustavat neljän neliön
summaesitystä. Lauseen 7.3.20 perusteella parittoman primaarisen kvater-
nion ja Hurwitzin keskipisteyksikkökvaternion tulo on aina keskipistekvater-
nio. Kutakin paritonta primaarista kvaterniota vastaavista 24 kvaterniosta
16 on keskipistekvaternioita ja vain 8 kokonaislukukertoimista edustaa neljän
neliön summaesitystä. 
Esimerkki 7.3.23. Tutkielman alussa ja Luvussa 3 esille tulleen luvun 1643
parittomat tekijät ovat 1, 31, 53 ja 1643. Sen neljän neliön summaesitysten
määräksi saadaan 8 · (1 + 31 + 53 + 1643) = 8 · 1728 = 13824. Liitteessä 6.
on esitetty kaikki nämä summaesitykset Neliolkm-ohjelmalla laskemalla.
Esimerkki 7.3.24. Lasketaan lukujen 11025 = 9 · 25 · 49 ja 16384 = 214
neljän neliön summaesitysten määrät.
Luvun 11025 parittomat tekijät ovat 1, 3, 5, 7, 9, 15, 21, 25, 35, 45, 49, 63,
75, 105, 147, 175, 225, 245, 315, 441, 525, 735, 1125, 2205, 3675 ja 11025.
Niiden summa on 22971 ja neljän neliön summaesitysten määräksi saadaan
8 · 22971 = 183768.
Luvun 16384 ainoa pariton tekijä on 1, joten sillä on 24 neljän neliön sum-
maesitystä. Ne rakentuvat esityksistä 16384 = 642 + 642 + 642 + 642 ja
16384 = 1282 + 02 + 02 + 02 järjestyksiä ja etumerkkejä vaihtelemalla.
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Kaikkien tämän tutkielman apuna käytettyjen Java-ohjelmien alkuosassa on
tähtien välisillä riveillä esitetty lukuvälin kyselyohjelma. Se ei toimi itsenäi-
sesti, vaan osana Liitteissä 2.-5. esitettyjä ohjelmia. Merkitään sitä muissa
ohjelmissa kahdella tähdellä. Pienimmän luvun oletusarvo ja sen mukaises-
ti kyselyrivin teksti vaihtuu eri ohjelmien tarpeen mukaan. Tällä sivulla se
on kaksi, koska kyselijä on otettu Tekijat-ohjelmasta. Kaksi kyselytekstin ri-
viä on katkaistu tähän esitykseen, ne kannattaa kirjoittaa koodissa kokonaan
samalle riville.
* String suurin = "";
String pienin = "";
Scanner skanneri = new Scanner(System.in);
while (true)
{
System.out.println("Mihin asti haluat tekijöitä, kirjoita
luku nuolen perään ja paina Enter");
System.out.print(">>");
suurin = skanneri.nextLine();
System.out.println("Jos et halua kakkosesta asti, niin kirjoita aloittava
luku nuolen perään ja paina Enter");
System.out.print(">>");
pienin = skanneri.nextLine();
if (pienin.length() == 0) pienin = "2" ;
int s = Integer.parseInt(suurin);
int p = Integer.parseInt(pienin);
if (s < p) System.out.println("Syöte virheellinen.");
if (s < p) System.out.println();
if (s < p) continue;
if (p < 2) System.out.println("Syöte virheellinen.");
if (p < 2) System.out.println();
if (p < 2) continue;
if (s >=p) break;
}
System.out.println();
int s = Integer.parseInt(suurin);
* int p = Integer.parseInt(pienin);
Liite 2.

















if (z == 0) if (v == 0) if (y < x) System.out.print(x + ":n tekijät ovat 1, " + y);
if (z == 0) if (v > 0) if (y < x) System.out.print(", " + y);
if (z == 0) v++;
if (y < x) continue;
if (y == x) break;
}
if (v == 1) System.out.println(x + " on alkuluku.");
if (v > 1) System.out.println(" ja " + x + ".");
x++;
if (x < s+1) continue;







4:n tekijät ovat 1, 2 ja 4.
5 on alkuluku.
6:n tekijät ovat 1, 2, 3 ja 6.
7 on alkuluku.
8:n tekijät ovat 1, 2, 4 ja 8.
9:n tekijät ovat 1, 3 ja 9.
10:n tekijät ovat 1, 2, 5 ja 10.
11 on alkuluku.
12:n tekijät ovat 1, 2, 3, 4, 6 ja 12.
13 on alkuluku.
14:n tekijät ovat 1, 2, 7 ja 14.
Liite 3.
Partomat-ohjelma, joka tulostaa kaikki positiivisen kokonaisluvun paritto-




















if (z == 0) if (v == 1) if (y <= x) System.out.print(", " + y);
if (z == 0) if (v == 1) m = m+y;
if (y < x) continue;
if (y == x) break;
}
System.out.println(".");
System.out.println("Parittomien tekijöiden summa on " + m + ".");
if (v == 1) System.out.println("Neljän neliön esitysten määrä on " + 8*m + ".");
if (v == 0) System.out.println("Neljän neliön esitysten määrä on " + 24*m + ".");
System.out.println();
x++;
if (x < s+1) continue;





2:n parittomat tekijät ovat 1.
Parittomien tekijöiden summa on 1.
Neljän neliön esitysten määrä on 24.
3:n parittomat tekijät ovat 1, 3.
Parittomien tekijöiden summa on 4.
Neljän neliön esitysten määrä on 32.
Liite 4.
Neliot-ohjelma, joka tulostaa luvun kaikki neljän neliön summaesitykset nu-




















double m = Math.pow(a,2)+Math.pow(b,2)+Math.pow(c,2)+Math.pow(d,2);
if (m == n) System.out.println(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2");
if (m == n) continue;








if (m == n) System.out.println(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2");
if (m == n) continue;







if (m == n) System.out.println(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2");
if (m == n) continue;






if (m == n) System.out.println(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2");
if (m == n) continue;
if (m > n) break;
if (d < c) continue;
if (d >= c) break;
}
if (c < b) continue;
if (c >= b) break;
}
if (b < a) continue;
if (b >= a) break;
}
double q = Math.sqrt(n);
if (a < q) continue;
if (a >= q) break;
}
System.out.println();
if (n < s) continue;






0^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2
1:n esitykset ovat
1^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2
2:n esitykset ovat
1^2 + 1^2 + 0^2 + 0^2
3:n esitykset ovat
1^2 + 1^2 + 1^2 + 0^2
4:n esitykset ovat
1^2 + 1^2 + 1^2 + 1^2
2^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2
5:n esitykset ovat
2^2 + 1^2 + 0^2 + 0^2
6:n esitykset ovat
2^2 + 1^2 + 1^2 + 0^2
7:n esitykset ovat
2^2 + 1^2 + 1^2 + 1^2
8:n esitykset ovat
2^2 + 2^2 + 0^2 + 0^2
9:n esitykset ovat
2^2 + 2^2 + 1^2 + 0^2
3^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2
Liite 5.
Neliolkm-ohjelma, joka tulostaa luvun kaikki neljän neliön summaesitykset ja
laskee niiden määrän. Muutamia rivejä on katkaistu tähän esitykseen, mutta






















double m = Math.pow(a,2)+Math.pow(b,2)+Math.pow(c,2)+Math.pow(d,2);
if (m == n) System.out.print(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2 ");
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c > d) jar=24;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c == d) jar=12;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c == d) jar=6;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c > d) jar=4;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c == d) jar=4;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c == d) jar=1;
if (m == n) if (a > 0) mer=mer*2; if (b > 0) mer=mer*2; if (c > 0) mer=mer*2;
if (d > 0) mer=mer*2;
if (m == n) esi=jar*mer;
if (m == n) esit=esit+esi;
if (m == n) System.out.println(" järjestyksiä " + jar + ", " + "merkkivaihtoehtoja "
+ mer + ", " + "esityksiä " + esi + ".");
if (m == n) continue;









if (m == n) System.out.print(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2 ");
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c > d) jar=24;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c == d) jar=12;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c == d) jar=6;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c > d) jar=4;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c == d) jar=4;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c == d) jar=1;
if (m == n) if (a > 0) mer=mer*2; if (b > 0) mer=mer*2; if (c > 0) mer=mer*2;
if (d > 0) mer=mer*2;
if (m == n) esi=jar*mer;
if (m == n) esit=esit+esi;
if (m == n) System.out.println(" järjestyksiä " + jar + ", " + "merkkivaihtoehtoja "
+ mer + ", " + "esityksiä " + esi + ".");
if (m == n) continue;








if (m == n) System.out.print(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2 ");
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c > d) jar=24;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c == d) jar=12;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c == d) jar=6;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c > d) jar=4;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c == d) jar=4;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c == d) jar=1;
if (m == n) if (a > 0) mer=mer*2; if (b > 0) mer=mer*2; if (c > 0) mer=mer*2;
if (d > 0) mer=mer*2;
if (m == n) esi=jar*mer;
if (m == n) esit=esit+esi;
if (m == n) System.out.println(" järjestyksiä " + jar + ", " + "merkkivaihtoehtoja "
+ mer + ", " + "esityksiä " + esi + ".");
if (m == n) continue;







if (m == n) System.out.print(a + "^2 + " + b + "^2 + " + c + "^2 + " + d + "^2 ");
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c > d) jar=24;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c > d) jar=12;
if (m == n) if (a > b) if (b > c) if (c == d) jar=12;
if (m == n) if (a == b) if (b > c) if (c == d) jar=6;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c > d) jar=4;
if (m == n) if (a > b) if (b == c) if (c == d) jar=4;
if (m == n) if (a == b) if (b == c) if (c == d) jar=1;
if (m == n) if (a > 0) mer=mer*2; if (b > 0) mer=mer*2; if (c > 0) mer=mer*2;
if (d > 0) mer=mer*2;
if (m == n) esi=jar*mer;
if (m == n) esit=esit+esi;
if (m == n) System.out.println(" järjestyksiä " + jar + ", " + "merkkivaihtoehtoja "
+ mer + ", " + "esityksiä " + esi + ".");
if (m == n) continue;
if (m > n) break;
if (d < c) continue;
if (d >= c) break;
}
if (c < b) continue;
if (c >= b) break;
}
if (b < a) continue;
if (b >= a) break;
}
double q = Math.sqrt(n);
if (a < q) continue;
if (a >= q) break;
}
System.out.println(n + ":n esityksiä on yhteensä " + esit + ".");
System.out.println();
if (n < s) continue;






0^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2 järjestyksiä 1, merkkivaihtoehtoja 1, esityksiä 1.
0:n esityksiä on yhteensä 1.
1:n esitykset ovat
1^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2 järjestyksiä 4, merkkivaihtoehtoja 2, esityksiä 8.
1:n esityksiä on yhteensä 8.
2:n esitykset ovat
1^2 + 1^2 + 0^2 + 0^2 järjestyksiä 6, merkkivaihtoehtoja 4, esityksiä 24.
2:n esityksiä on yhteensä 24.
3:n esitykset ovat
1^2 + 1^2 + 1^2 + 0^2 järjestyksiä 4, merkkivaihtoehtoja 8, esityksiä 32.
3:n esityksiä on yhteensä 32.
4:n esitykset ovat
1^2 + 1^2 + 1^2 + 1^2 järjestyksiä 1, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 16.
2^2 + 0^2 + 0^2 + 0^2 järjestyksiä 4, merkkivaihtoehtoja 2, esityksiä 8.
4:n esityksiä on yhteensä 24.
5:n esitykset ovat
2^2 + 1^2 + 0^2 + 0^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 4, esityksiä 48.
5:n esityksiä on yhteensä 48.
Liite 6.
Luvun 1643 kaikki neljän neliön summaesitykset Neliolkm-ohjelmalla lasket-
tuna.
1643:n esitykset ovat
21^2 + 21^2 + 20^2 + 19^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
23^2 + 23^2 + 21^2 + 12^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
24^2 + 23^2 + 23^2 + 3^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
25^2 + 24^2 + 19^2 + 9^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
25^2 + 24^2 + 21^2 + 1^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
27^2 + 20^2 + 17^2 + 15^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
27^2 + 24^2 + 13^2 + 13^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
27^2 + 24^2 + 17^2 + 7^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
27^2 + 25^2 + 15^2 + 8^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
27^2 + 25^2 + 17^2 + 0^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 8, esityksiä 192.
27^2 + 27^2 + 11^2 + 8^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
27^2 + 27^2 + 13^2 + 4^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
28^2 + 25^2 + 15^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
28^2 + 27^2 + 9^2 + 7^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
28^2 + 27^2 + 11^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
29^2 + 21^2 + 19^2 + 0^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 8, esityksiä 192.
29^2 + 24^2 + 15^2 + 1^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
29^2 + 27^2 + 8^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
29^2 + 28^2 + 3^2 + 3^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
31^2 + 21^2 + 15^2 + 4^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
31^2 + 23^2 + 12^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
31^2 + 24^2 + 9^2 + 5^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
32^2 + 15^2 + 15^2 + 13^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
32^2 + 21^2 + 13^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
32^2 + 23^2 + 9^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
33^2 + 17^2 + 12^2 + 11^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
33^2 + 17^2 + 16^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
33^2 + 19^2 + 12^2 + 7^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
33^2 + 21^2 + 8^2 + 7^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
33^2 + 23^2 + 4^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
33^2 + 23^2 + 5^2 + 0^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 8, esityksiä 192.
35^2 + 15^2 + 12^2 + 7^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
35^2 + 16^2 + 9^2 + 9^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
35^2 + 20^2 + 3^2 + 3^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
36^2 + 13^2 + 13^2 + 3^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
36^2 + 15^2 + 11^2 + 1^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
36^2 + 17^2 + 7^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
37^2 + 12^2 + 9^2 + 7^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
37^2 + 12^2 + 11^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
37^2 + 15^2 + 7^2 + 0^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 8, esityksiä 192.
37^2 + 16^2 + 3^2 + 3^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
39^2 + 8^2 + 7^2 + 3^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
39^2 + 9^2 + 5^2 + 4^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 384.
39^2 + 11^2 + 1^2 + 0^2 järjestyksiä 24, merkkivaihtoehtoja 8, esityksiä 192.
40^2 + 5^2 + 3^2 + 3^2 järjestyksiä 12, merkkivaihtoehtoja 16, esityksiä 192.
1643:n esityksiä on yhteensä 13824.
